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COURS COMPLET 
MATHÉMATIQUES. 

iPREMIERE PARTIE. 



GÉoMÉTuiE Sublime, ûu GÉOMÉTit.rl 
SE s Courbes. 

JLi A Géôfncttie Sublime forme une fcience, aufli 
vaftc qu'intérelFante. Les Courbes les plus célèbres , 
Se les plus utiles dans les icieiices Phyfico-Matlié- 
maiiques , font celles qu'on appelle Seciions Co- 
niques , & fur lefquelles les anciens Géomerres ont 
beaucoup travaillé. Nous commencerons par déve- 
lopper leurs propriétés les plus eflèntielles , nous 
réfervant de parler dans la fuite des Courbes géo- 
métriques d'un ordre plus élevé; de celles qu'on 
nomme cranfcendantes j Sc des Courbes à double ^, 
courbure. y^'^" 
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VES SECTIONS CONIQUES. 

4 

DÉFIKITXOKS. 

!• J^ o u S appellerons Serions Coniques les 
Courbes quon peut former fur la fur face d'un cône , 
en coupant ce cône par des plans. Nous allons confi- 
dérer ces lignes fur un plan ^ nous ferons voir 
enfuite qu'elles font les mêmes qu'on trouve dans 
le cône. 

. La Parabole ( figure !•) ^Jl une Courbe , dont 
chaque point m efi également éloigné d'un point 
fixe F quon appelle Foyer, & d'une ligne fd aujp, 
fixe quon appelle _ la Directrice. La ligne /F per- 
pendiculaire à la Direârice & qui paflfc par le 
Foyer F , s'appelle VAxe de la Parabole. Une ligne 
dm parallèle à l'Axe s'appelle un Diamètre. On 
pomme Tangente une ligne tm <\\i\ couche la pa- 
rabole fjns la couper. Une ligne P/n perpendicu- 
laire â l'axe & terminée à la parabole fe nomme 
Ordonnée, La partie AP de l'axe, comprife encre 
Fordonnée & fe point A où Taxe renconcre la pa- 
rabole, s'appelle Ahfciffe ou Coupée^ La ligne m(t 
perpendiculaire à la tangence au point m & cermi- 
hée à l'axe , s'appelle la Normale ou la Perpendi^ 
culaire. La parcie PC de l'axe, comprife encre l'or- 
donnée & la normale , s'appelle la Sous-Normale^ 
La Sous^Tangente eft la partie Pr dé Taxe , corti- 
prife entre l'ordonnée & la rencontre de la can- 
gence. La ligne no parallèle à la tangente m r , & 
termmée en o par le diamètre md ^ efk dite Or- 
donnée ou Appliquée à ce diamètre. Une ligne qua- 
druple de la diftance du point A ou /w (origine 
de Taxe ou du diamètre ) a la diredrice fd , s'ap- 
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pelle le Paramètre de Taxe ou du diametreé Enfin 
on nomtne Rayon Fecleur une ligne F m cirée du 
foyer à la courbe* 

1, Corollaire* Puifque chaque point de la 
parabole eji également éloigné du point 'i & de la 
Directrice j Pon a AF = A/. Le point A eft ap- 
pelle le Sommet de la parabole. 

3* Théorème* Le quarré d^ùrie ordonnée queU 
conque V m ejl égal au froduit defon abfcijje AP 
par le paramètre. Soit P/nzz;^, AP=;i:, A/is 
A F = tf j le paramètre Ci.) fera = 4^ , ou > pour 
abréger , = p. La ligne F P == A P — FA fera =s 
X'-^a. Cela pofé , le triangle redangle F ;wP donne 
Fm* = Pm^ •+- F "P* , ou algébriquement ( en fai- 
fant attention que F/tz = md n AP -+- A/"= x 

^ ) * .-h tf s= ^^ -f- ic — tf , ou y^ =t 
H- tf^ — ( X'-^af == Ar^ •+- ^ û X -4- d* — - x^ 



2 a^ — â^ = ^dx zz px ; donc ^^ = /'Jr,, 
ce qu'il falloit démontrer. Telle eft Téquation de 
la parabiole *. 

4. Corollaire I. Donc les quarrés des deux 
ordonnées y ^ y^ font entr^eux comme leurs abf^ 
cijfes X , x\ Car par lé théorème y^ zz. px ^ S^c 
par la même raifon y^ =. px^ ; donc y^ : y'^ il 
px : px' Il X : x\ 

5* Corollaire II. Puîfque y'^ ^ px ^ dbn<: 
p ' y II y : X \ cejl'à^aire que i* ordonnée ejl 
moyenne proportionnelle tntre le paramètre & 

l'abfap.. ■ ■ , 

6.. Corollaire lit. Put/que y^ =z px , on z 



» V * ■ 

* * si le point P étoit fîcué au- dc/Tus du point F , |c 

Tignc FP feroit :=: a — 4?; or i~4* == ^I^** i.<i©ns; 
le^uacioQ feroit là âiéiuc. 

A 1 
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y zz-^ \/px ; donc à chaque abfcifle répondent 
deux ordonnées égales , Tune pofîtive P/w , l'autre 
négative P M. 

7» Corollaire IV» H fuit du dernier Corollaire 
que X augmentant y y augmente ; donc \ts branches 
de la parabole' s'étendent à l'infini , en s'écartant 
toujours de l'axe. Si l'on fuppofe x négative , c'eft- 
jl-dire , il l'on prend des abfcifles au-defliis de a fut 
le prolongement de l'axe , elles auront le figne— -». 
( étant priies dans un fens oppofé aux pofitives ) ^ 
& Ton aura j* = '— ^. xX p =-*-/?Ar ; donc 

y s= ^ |/ — px > quantité imaginaire qui fait 
voir que la parabole n a point de branches du côté 
des abfciflès négatives. 

8. Corollaire V. Si Von fait x zz a^ on aura 
y'^z=ipa:=z^aXa =4^^, &C y = i/T^"* =1^ 

sr — î donc l'ordonnée qui pafferoit p^r le foyer de 

la parabole feroit la ,moitié du paramètre , & la 
double ordonnée feroit égale au paramètre entier. 

9. Problème. Par un point donné m fur la pa-* 
rabole mener une tangente à cette courbe. Du point 
donné ayant tiré le rayon veAeur /n F , & la per- 
pendiculaire mdi la diredrice , joignez les deux 
points i/ & F par la ligne Ft/. Menant ./Tzr par le 
point /n & le point i milieu de F ^ , le problème 
lera réfolu. En efFet m t coupant en deux parties 
égales la bafe </ F du triangle ifocelle d m¥ , Se 
paflant par le fommet de l'angle m , eft néceflàire- 
ment perpendiculaire à d¥ ;.* mais de plus elle a un 

■ ■■ ■ Il ■ Il ■ I ^ ■ Il I ■ ■ < ! I « Il i r I ^ 

♦ Car cette ligne a deux points égalcjncnt éloignés de d 
9t. ^e F^ donc félon ce que nous avons dit dao$ la Géo- 
fiecrie « cUe eft perpcodicalairc Tar dl. 
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point m également éloigné de F & de </. Donc 
tous fes autres points q font également éloignés 
de F & de d ; mais fi l'on tire les lignes ? j 3' 
perpendiculairement fur la direfttice , on aura la 
perpendiculaire q q* plus petite que l'oblique qd ^ 
donc les points q font plus près de la directrice 
que du foyer ; donc ils n'appartiennent pas à la 
parabole , qui n*a d'autre point commun avec t m 
que le feul point m ; donc cette ligne eft tangente. 

10. Corollaire I. Puifque m't divifc en deux 
également la bafe dY du triangle îf ocelle dmY y 
cette ligne divijfera aujfî en deux parties égales 
l* angle dmY y de manière que Von aura Y m tz^ 
dmtzz, mtV (parce que ces deux derniers angles 
font alternes internes encre les parallèles' dm j tt); 
donc i*^. le triangle rF/72 eft ifocelle , & Fr,=: 
F 772 ; donc 2®. Tangle omT z=: d m t ( fon oppofé 
au fommet) = Vmt ; donc fi dans la concavité 
d'un corps formé par la révolution d'une para- 
bole autour de fon axe , on reçoit des. rayops de 
lumière parallèles à l'axe , ces rayons fe réfléchi- 
ront tous au foyer , & réciproquement s'ils partent 
du foyer ils fe réfléchiront parallèlement à. taxe, 
en faifant l'angle de réflexion égal à celi^i d'inci- 
dence *. 

IX, Corollaire 1. Puifque nous venons de 
yoir que le triangle r F /72 eft ifocelle , la perpen- 
diculaire Fi divife en deux également la bafç tm 
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♦ L^^ngle que le rayon F m fait avec la tangente cil com- 
plément de l'angle C m F ; or l'angle que la rangcnre m t 
fait avec la courbe , e(l évi«lemment infiniment petit} donc 
Tangle que fait F m avec la courbe c^ le niême que celui 
q[U il fait avec la tangente m U 

■ A î 
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/de ce triangle ; donc une perpendiculaire abarffee 
du foyer fur la tangente de la parabole , la divife 
en parties égales* 

Xi, Théorème, La fous^normale ^Q ejl égale 
à la moitié du paramètre^ Les triangles d sY ^ 
mPC ont les angles en F & C égaux : car Ie$ 
lignes mC j Y d perpendiculaires fur t m font ne- 
cellairçmenc parallèles > àinfi les angles correfpon-» 
dants C 8çt font égaux y d'ailleurs les angles P 
&/font droits , & les côtés Vm ^ Jd égaux i 
caufç du redangle df^ m ; donc ces triangles 
Ont un côté égal de part & d'autre , & deux angles 
fur ce côté égaux ; ainfi ils font égaux en tout , 
comme on Ta die dans la Géométrie y donc /F = 

PC ; pr /F ;;;: x a s:; ■^; donc , &c, 

C0R01.1.AIRE, Donc mC* == Yin" •+• PC* 

(propriété du triangle reârangle ) , ou mC* = y^ 



= px -+-^, à caufe de px =; y^ (j) j 

donc la normale mÇ zs: \/'[p x ^^^ — ). 

4 

CoROLtAïaç !!• Donc ACsïAP-V-PCss 

X ^ — 

1 3. Théorème. La fous^tangente Pr efl double de. 
Vabfciffe AP , cefl-à-dir^ la fous- tangente ^t = ^x. 
Car par la propriété du triangle reftangle Cmt on 

t (Géom.55) PC ; Pm:; ?m:9t,ovil- z^ 

ic:: X.V. 

CoROUAiRE It Donc le triangle /w|Pr eftégal 
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au parallélogramme mp AN ;. car. le triangle Se 
le parallélogramme ont même bafe mP y mais de 
plus la hauteur du triangle eft double de celle 
fiu parallélogramme. Ces deux figures font donc 
égales. 

Corollaire IL- Pour mener une tangente 

f»ar un point m de la parabole , ayant abailfô 
'ordonnée mP , on fera Ar = AP , & par le 
point r ôc le point m menant tm y on aura la 
tangente demandée , puifque la fous-taiigente fera 
s= a A P = 2 X. 

Corollaire III. Donc r m* = m P* -+• r P* 
ziz y^ ^ 4 a:^ = p x «-H 4 a* ; donc la tangente 

T = |/ /> AT -|- 4 AT JC. 

14% Théorème. Le quatre de la perpendiculaire 
Fi menée du foyer fur la tangente mt y efl égale 
au produit du rayon vecteur F« par le quart du 
paramètre. Car par le fommet A menant Ja per- 
pendiculaire A i fur Taxe , les triangles femblabl^ 
r A i > r/TîP , donnent r A : r P : : ri^ : r /tz ; or 
rA eft la moitié de P r (ij ) i donc ti eft là 
moitié de t m ; mais la perpendiculaire F d ren- 
contre ailffi tmQwiy puifque, àcaufe de l'angle r = 
d mt { fon alterne interne) = r m F ( i o.) , Y.d divife 
en parties égales la bafe du triangle ifocelle t^ m. 
Donc i A eft une perpendiculaire abailTce du fom- 
met i de Fangle droit du triangle reûangle F i f fur 
l'hypothénufe F r ; donc (Géom. 5 5 ) F r ; F i : : F i.: 
FA ; donc Y t xFA = Y'i^ i or Fr 7=. Y m (10) j 
donc F/72,x FA= FI*; donc, &c. 
. Corollaire. Donc appellànt r le rayon vec- 
,teur , r la perpendiculaire à la tangente , on aura 
ra == r*,; donc pour un autre point différent 
de /w, on aura /a ss T*^ donc ra : r'a \\ t*: 

A 4 
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T% ou t^ : T^ : : r : r' ; donc t:-T :: y/r : 
\/ r\ Ç*'ejl'à'dirc que les perpcndicu/aircs menées 
du foyer Jur les tangentes de la parabole font 
proportionnelles aux racines ' des rayons vecteurs 
çorrefpondants^ Cçttç proportion eft utile dani 
rAftronomie, 

1 5, Thbor&me. Le rayon veSeur r zn x •+- — ; 

car nous avons démontre (10) que F m == V tj 
mais F r =;= A r -f- AF z;: x ^ a (puifcjuç ^P =s 
aAP) ; donc Sec, 

i(j. Théorème. Le paramètre P d^ùn diamètre 
quelconque md eft plus grand que le paramètre, p 
de faxe du quadruple de l'abfcijfe. Car ^sz^^md 
ç= 4 Pj; or Pj = AP -+- Kfzz jc -4- vz; donc 
V =■ ^x -^^ j^a zz ^x '-^ p. 

CoROLtAiRE I, Donc U paramètre de Taxe eft 
le plus petit de tous les paramètres* 

CoROLiAiRE 1 1, Donc te paramètre P d'un dia^ 
tnetre efi une ligne troifieme proportionnelle à Vabf^ 
Ùffe & à la tangente qui répondent à l* origine m 

du diamètre : car cette tangente eft ::;:; |//r x -f- 4"** 



X 4 ^ ^ 

Le MME. Le triangle lob ( fig. 1.) fait par 
tne ordonnée au diamètre mo ^ la partie Ib de 
(ordonnée à l^ax€ j comprife entre la parabole & 
le diamètre j & la partie bo du diamètre j com^ 
prife entre la rencontre dç fo/% ordonnée & de tor-^ 
donnée k taxe y êfl égal au paraUélogramrke motu 
formé par l*axe ^ le diamètre ^ la tangente & Vor-- 

'ionnex au diamètre (fig^ t ). C^r «Tp* :7j* : ; APî 
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Af !! AP X ?m': Kq X ^m î: P/72/2A x 
qbnK'y mais les triangles m P r ^ luq fembla* 
blés , parce qu'ils ont leurs côtés parallèles , font 
entre eu^ç comme les quarrcs de leurs côtes ho- 
mologues, ou Comme JnV^ : Tq' ; donc m^t: 
Iqu : : P/7t/2 A : qbnA y ou {alterrvando) m^t': 
ntVnh, :: luq : bqnk ^ or mV t =: P/n/zA 
(13); donc Iqu = qbnA. Si de ces deux 
dernières figures on retranche le Trapèze com- 
inun bouqy il reftera lob =:zuonA nzuomtj 
en ajoutant le triangle Ait '5c retranchant min 
= A i r ( puifque At =z Al? :=: mn j que les 
angles en ';2 & A font droits , 5r les angles en i 
égaux, étant oppofés au fommet ; de manière que ce$ 
triangles ont un côté égal , & les angles fur ce 
côté égaux de part & d'autre , crqui les rend 
'égaux en tout ) ; donc , &c, 

\* 17* Théojiemi, Le qua,rr4 cCune ordonnée lo 
^^ y 4 ^ ^^ diamètre mb ^ ejl égal au produit de 
fabfcijfe m ( ^ ) par le paramètre P de ce dia- 
mètre. Les triangles Ibo ^ mV t fémblables Ci 
caufe qu'ils ont leurs côtés parallèles } , dorlrient 
To^ : Tîn :: lob : mP c :: omtu : mnAP 
j[ LetQnie précédent. ) ; pr les parallélogrammes 
cm tu j mnW, étant compris» entre mêmes pa- 
rallèles /2 o j ^ « j . ont même hauteur & font èntie 
eux comme leurs bafes ,ra = o/7z&APj donc 
To^ : Tin' : : ma : AP , ou j^* : x' il px r^r 
4X^ : X (eu alternant 6c fubftîtuaAt les valeurs 

algébriques ) j donc j/* == *' x tSJlà— =' x' x 

f^ 4« = py 3 à caufe de p •+- 43^^ =r P (i6J). 
Co^oyiAtf^ I* Ihnc pour une autre ordonnée Y 
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&fon abfcijft x" s on aura Y* = Px"; donc^*; 
y^ :: Px^: ?x" :: x' : x" ; ceft-'à^dirc, qu€ 
les quarnés des ordonnées à un diamètre font encre 
^ux comme les abfcijfes corref pondantes. 

CoROLtAiRE H. De ce que y* zzP x' j il fuit t 
î®. quon a y =: -+1 y/Vx j c'eft-à-dire , qu'à cha- 
que abfciire x' il répond deux ordonnées égales , 
Tune poficive ol j l'autre négative of. i^. Quç 
réquation aux dianietres eft la même que l'équa- 
tion à l'axe ; mais les ordonnées aux diamètres 
leur font obliques , tandis que les ordonnées 4 
Taxe lui font perpendiculaires. 

1 8. Problème» Décrire une parabole. De Téqua- 
tion pxrzzy^ , on tire x : y II y : /?. Ainfi cher- 
chant une moyenne proportionnelle y entre chaque 
abfcifle AP& le paramètre/? que je fuppofe connu^ 
on élèvera cette moyenne proportionnelle P/iz per- 
pendiculairement à Taxe au point P , on prolon- 
gera chaque m P jufqu'à ce que P m' = P iw j & 
faifant paflTer une courbe par tous les points ht ^ m% 
on aura la patabole cherchée : car on aura tou^ 
jours X : y l\ y : p > Se y* = px j^ équation 
i la parabole. On peut prendre p arbitrairement, 
par exemple , d'un pouce , d'un pied , &c. 

Autre manière par un mouvement continu. Eii 
fe fervant d'une équerre ffd ou xdk ( fîg. 3. ) : 
on attache fur lih point quelconque x d'une des 
branches de cette equerre l'extrémité d'un fil d*une 
longueur égale à x d j Se ayant attaché l*autrè 
extrémité en / , on applique par 1er moyen d'un 
Jftilet m une partie du fil contre xd j &c tenant Iç 
fil tendu , on- fait gliflêr l'autre branche de Téquerre 
Je long de la direftrice fd^ le ftilet ni trace danf 
"çe mouvement la pafajbole <tfi\ car. on a tpu- 
jojirs fmssismd» 
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19. Problème* Etant donncs-une parabole am^ 
trouver le paramètre p. Cherchez une troifiemê 
proportionnelle à une abfciflè ap , Se i fon ordon- 
née qp ^ vous aurez le paramètre cherché ^ ça^ 
Tcquation y* = xp donne x : y ;i y : p. 

Autre manière : ayant tiré la corde aq ^ mené*, 
par l'extrémité q de cette corde la perpendiculaire 
qc j h jigne p c fera le paramètre demandé : car 
par là propriété du triangle reftangle aqc y Ton, 
a pa : qp II qp : p c y ou x : y : \y : p ^ d'où 
Von tirey^ = ^P y équation à la parabole, 

20. PnoBLBME. Trouver fequation de la para^ 
bole par rapport à la convexité ^ ou relativement. 
à une tangente A n perpendiculaire à faxe au 
point A (ng. !,)• Soit An =z x , nm =^^ Pat 

la propriété de la parabole Vm^ = "hn^ zz p x 
AP :=z px nm y ou at* zz, py. Ainfi dans l'équa- 
tion à l'axe il TufEt de changer y ^n x ^ &c réci** 
proquement pour avoir l'équation de la parabole 
par rapport à fa convexité* 

II. Problème. Quarrer la demi^parabole acb^ 
(fig. 4. ). Par le point c , tirez la tangente et j, Se 
mena^ît les lignes /?Cj fd très -proches Tune do 
Tautre & parallèles à l'^ç » menez par les points 
r & c les lignes cb ^ mm perpendiculaires au. 
même axe » confîdérant la portion r c de la courbe 
comme une partie infiniment petite de la tangente , 
les triangles femblables rci j cbt donnent bt: 
bcz :: rd : dç ; mais.^-f = xab ^ xfdj&c 
fd == mb } donc xfd : bc M mb : de ^ Se xfd 
xdcz^^bcx mb i donc le reûangle mncb e(t 
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donc, refpace parabolique acb qH double de l'ef- 
pace extérieur apc : mais ces deux efpaces pris 
énfemble font ^gaux au parallélogramme apcb. 
Donc Tefpace parabolique act eOi les deux tiers 
du parallélogramme correspondant ^ Se Tefpace 
extérieur /? û c en eft le tiers. 

Remarque L Nous avons fuppofé que rélémenc 
de Vefpace parabolique ctoit égal au rectangle 
m if ne j tandis qu'il eft plus petit dç la quantité 
nrc i mais comme nr Se en font des innnimenc 

petits , le triangle cnr produit de — par m ^ 

fera un infiniment petit du fécond ordre , qu'on 
néglige devant Tinfiniment petit du premier ordrç 
mbrc. Par la même raifon nous avons pris pfcd' 
pour l'élément de l'efpace extérieur^ 

Remarque H. Dans toutes les Courbes, donc 
la fous-tangénte aura un rapport conftant avec 
Pabfcifle , on pourra de même trouver le rapport 
de chaque élément bmrd y ou bmnc de Tefpace- 
intérieur à chaque élément correfpondant de Tef- 
pace extérieur , & par conféquent trouver le rap- 
port de l'espace intérieur à rextérieur ; donc on 
pourra quarre'r toutes les Courbes qui font dan$ 
ce cas. Par quarrer ^ nous entendons ici trouver W 

furface, ^ 

« 

Du CercU de l'EUipfe & de l'HyptrboU. . 

Zi. Problème, Dans un cercle dont le dia- 
mètre a * = ia ( fig, j. ) , le quarré y* d'une" 
ordonnée quelconque pm-'tfk égal au reétangledeç 
abfciffes ap (x) , pb (i^ — ;? ) : car (Gcom. 53.) 
ap :pm *iym : pbj ou x : y ! :j^ : i^ -=-x ;;; 
donc y^ 2= %ax ^ x\ Telle éft lY'qùatidn' dut* 



t 
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cercle , en comptant les abfcifles depuis l'origine a 
du diamètre ^ mais Ci loh compte les abfcifTes de* 
puis le centre c ^ en faifant cp =s: x j on aura 
ap zz: ac — cp z=: a -^ x j bpz=. bc -+- cp = a 
-i- X ; donc ap X p b 3= ^* = tf* — x* j autrç 
équation au cercle. 

Corollaire L Doncj =2 +v/o^ — x^ ; c^ejl" 
à'dirc à chaque abfcijjc cp répondent deux or- 
données égales , l'une pojitive pnij l'autre néga- 
tive pni. 

Corollaire II, Si l'on fait cp t=: ca ou ch^ 

en aura J = + \/aa — T'a = ■+! v/^"= H-" o ^ 
&fil*onJuppofc X ou^x (car lequarré de. x ou 
de — x eji" toujours U même) plus grande que a j pdr 
exemple ^ =z a •4- cfij l'on aura y* =: û* — x* = i2* 
— ^*— tad-^ddzrz-^iad^d^i donc y fera 
alors = + 1/ — %ad — <f*j quantité imaginaire qui 
fait voir que le cercle eft terminé en a Se ^n b^ 
extrémités du diamètre , ce qu'on fait d'^illeurs^ 

Corollaire III. Puijque y = ;4^ |/ « * — x^x 
Ji y en fuppofant le diamètre r= 1 , par exemple , & 
le rayon zz 1 y on prend fuccejfîvement plujieurs 
abfcijfes cpzzo y ~ , ~j , &c. & que pour chaque 
abjcijfe on calcule la valeur correfpondante de y ^ 
€n jaifant pm j p m' ^ &c. égales aux valeurs 
trouvées ; quon faffe la mime chofe du côté de bj 
•& qu'on fajfe pajjer une courbe par tous les points 
m j m' y on aura un cercle d* autant plus exaci 
qu'on aura pris les ordonnées plus près les unes 
des autres , & qu'on aura calculé leurs valeurs avec 
plus d'exaciitude : or Ton peut trouver ces valeurs 
aufli approchées que Ton voudra, par le moyen 
des décimales. 

X}. DiriNiTxoNS. L'EUipfe ejl une courbe 



Z4 Cours de M ATNEMATiQUbs. 



A m km' ( fig. <î. ) ttUt que la fommt des lignes 
mfy mit tirées de chacun de fes points à deux 
points fixes / j F quon appelle Foyers ^ eji tou^ 
jours égale à fon grand axe a A. V Hyperbole ejl 
une courbe am (^ fig, 7. ) t ^^''«^ î*^^ '^ différence 
des lignes mfj mî tirées de chacun de fes points 
m aux points fixes / j F quon appelle Foyers , eft 
égale à fon premier axe a A* Dans rElIipfe on 
vl^P^Uq fécond axe ou petit axe la ligne ^fi qui 
coupe en deux parties égales & perpendiculaire- 
ment le grand axe a A : on appelle excentricité 
dans l'Ellipfe & THyperbole la diftance C/=C F du 
milieu du premier axe A <z ( ce milieu eft le centre 
de la courbe ) , à chaque foyer. Mais dans l'Hyper- 
bole le fécond axe bB eft le» double de t^ , côte 
.d'un triangle reûangle , dont Thypothcnufe a-i 
s= Cfj & l'autre côte C «z eft la moitié du premier 
axe a A. Les lignes P/tzj mp tirées de chacun 
des points 772 de l'Ellipfe ou de l'Hyperbole per- 
pendiculairement fur le premier ou le fécond axe, 
font les ordonnées de ces axes ^ les parties de 
l'axe â P , A P font les abfcilTes du premier axe. 
On appelle paramètre d*un axe une troilîeme pro- 
portionnelle à cet axe & à l'autre axe. Nous ferons 
dans la fuite le premier demi-axe aC d'une El- 
lipfe ou d'une Hyperbole = ^ ^ le petit demi- 
axe zzbj lexcentrïcité C/= c , l'ordorihée P^ =^3 
l'abfcifle aP z= x ; ainfi P A = 2 û — -ar dans l'El- 
lipfe , mais PA = la'+'X dans l'Hyperbole. Donc 
le produit des abfcifles eft = xax^x* dans l'Ellipfe , 
&c=z lax -+- x!^ dans l'Hyperbole, Mais en comp- 
tant les abfciffes depuis le centre Cj&c faifant C P 
=:ArjOnaPû=^ — ATj &PA=û -+- x dans 
rEliipfe j au contraire dans l'Hyperbole Pii = 



\ 
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= x — tf,&PA==* -+-<î ; donc le produit dei 
abfcifles fera dans ce cas aa^ xx pour rEUipfe 
& X* — a* pour l'Hyperbole. 

14* Théorème. Dans VEllipfc (fig. 8.) It 
quarré du petit demi-axe ejl moyen proportionnel 
entre Us dijlances £un des foyers f ou V aux 
extrémités a & A, du grand axe. Car af zz aO 
-fCzna-^Cj & A/=:/C+CA = ^-h <:; 
or le triangle reftangle B/C donne BC* = ¥7* ^ 

C/' ; mais B/ = B F , car les triangles B C/^ B C F 
ont les deux côtés qai comprennent l'angle droit 
égaux, ce qui (Géora. 50.) les rend égaux j donc 
B/=: BF, mais ( ij.) B/-h BF = la; 

donc B/ = ^ & ¥/* = «* i donc l'équation b£* 

= b7* — cj* devient à* = ^ * — c* = a-^e X 

^np^ z=: afx /A ; donc a — c : A : : A ; ^ H-r, 

15. Théorème. La même ckofe a lieu dans 

l'Hyperbole ( fig. 7, ) ; car le triangle reâangle 

BaC donne BC* = Tb* — C^* ; or (13. ) izB = 
C/= c j donc A* = c* — a* = c — 4 X c -Ptf } 
donc c — a : b II b : c -^ a. 



16. Théorème. Dans l'ElUpfe le quarré d'une 
ordonnée quelconque au premier axe ( fig. 6.) y ejl 
au produit defes abfdjjes comme le quarré du petit 
demi-axe au quarré du demi grand axe. Puifque 
mf'^ ml^ =1 la ( 23.) , appellant id la dif- 
férence de ;kF à mfj on aura le plus peut rayon 
vedeur fm z=: a-^ d ^ mais le plus grand rayon 

Yedeur E/w fera = tf -4- 4 i * donc /în* = ^z* — 



I n 



* Car nous avons démontré ,( voyez les Éauations ) 
Jans le calcul , <]ue la fomme de deux quantités ecaot don- 
tkée , la plus grande cft égaie à ia nioicié de la foinme 



\ 



y 



• 



r 



M* 



li Cours db Mathématiques. 



xad-^d^y&CYm :=: a^ -+- i a d '•+' d^ : mais 
/P = C/- CP = c — AT^ * & FP=c:-i-A:en 
comptant les abfciflès du centre C. Or les trian- 
gles reâangles /wP/, /12PF donnent /« = mP 

-+- /P* > ^ = P«* •+■ PF* j donc on aura les 

équations 

retranchant la première de la féconde , l'on trouve 
4ad = 4CX j d'où Ton tite dzzz ^JLs=ziJ^ Se 

d^ = — ~ • Subftituant ces valeurs de rf & de d^ 
dans la première équation , il viendra a* — - z c M 
=r j* +»c*'-^ icx -4- x\ Effaçant de part 



C^X^ 



Se d autre la quantité -^ icx Se tranfpofant , on 

c* X* 

aura a* — < c* — at* -H — — = J'* > & en ôrant la frac- 



tion , tf» — c* X ^* — <2* X ^* -1- c* X X* = û^^* • 
faifant attention que ^* — c* ii: i* (24. ) , & que par 
conféquent,— ^* x* -f- c* x a:* =r — ^^ x at* , on verra 
facilement que notre équation devient i^ x a^ -— x* 
X A* = a»^* , onb^'x J5^"ir? = û^jK* , d'où Ton 
tire 7* : a» — x* : : ^^ ; a\ Ce qu'il falloit dé- 
montrer. 



fomme , plus Ja moitié de la difFéretice , la plus petite étant 
égale à la moitié de la fomme moins la moitié d^ la 
difFérencOfc 



* Si Ie.:ppîntP"étoirp!us éloigné du centre que le point/. 
Ion aurôit-/P =1 x — c; mais Téquation fctoit toujours 
la même > ^arcc que ^IT;* =: 7^\ ' . 
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17, Xh^.^ok&mb^ La fnime choft aiuu dans 
Tîiyfcthoiè\fi^. 7.) :* car .puifquc ( ij.) Fm — 
fm == > tf > en apçellanc 1:^ la fomme /« r+- F m^ 
on aura le plus petit rayon veûeur fm :±: ^' — a-^ 
ic Fm hk f -fr ^ i maïs ksjtôanglès reûangles 

jT/nP/F/nP donnent /m* = Fw* H-/?^ s *^* ^ 

FP* 4- Pw^V ^o'i 1*<^» rite les deui équation! 

-Retranchant la première dé hrfécondir » 'te «premiet 
membre du premier membfe , lefecond du fécond ^ 

il vient';4^j •=? 4c;ip, d*où Ton. tire- 5} ?= î^ — 
— 7 , & 5* ==--::a"* Sttbftituant ces valeurs de q 

■■et ' 4» „.-%►, ^ •' . .„ 

de f ^idan^ la premiei?e équarion ^ on a ««^ -- 2 ^« 



a* = j<* -H tf» — a cy -4- **. Ef&çânt — • icx 
de part & d^autre & tranfpofant , — ^^ — x*«4-a* 

r' . 

— c* = j^* j & en 6canç la ftaûion , c* x jt* -^ 4* x x» 
•f. i3^--r^ X tf* = 4*^* , ou ** X ** — ** X a} 
z=i a* j^* 4 à caufe d^ c^ — tf* «bs A* , & par conf^ 
quent tf ^ ^*— c^ ess— - A^ ,) ; donc b^ x jr*» --T;? =5: 
iz^ jy* , d*où Ion tire y^ : x^ — «* : ; ** : û» ; 
donc, &c. : . . . . t 

x8. ConotLAiRB L //yi^if icsdcu^c Théêrênus 
précédents ,^ ^«e dans fEllipfe & V Hyperbole les 
quarrés des ordonnées font entr*eux çêmmc les pro^ 
duits de leurs ahfd(fes. , . 

. 19. Corollaire IL i** De t équation y^ a* =;: i* 
Joinc 11^ B 



mt^t^^mHÊÊ 



iS Cours' DB MÀT»É MATIQUES. 

• ■ ■ ■ w I ■■■>■ Il l' H M I My.., '»! . ■■■■ ■ . . ■ -i ■ 



X il»—*' 



1^ . ««■ * ',,! i ■ w • 

— n 



|/>i» — • «? ; ce qui fait voit qu*à cKàâué'abC- 



i : iJ* •' tf* ^ on tire rcqiiation a l'Hyperbole y' 
s= — X** — if» & y = -f- - i/** — a*., .fl^- Si 



*. « • 



dans requation y = -f- —v/, «* — x* , on. fait 

• • • . " 

e. :=? i^?'^ pn aura X^' ^ i n*^i5. eiï. f^f^t. af> ^ ^ 1* 
quantité - x^-^à* — «» dë^rèh'drâ! imàgihaiife j -ainfi' 

ÎEllipfe êft^ terminée stûx< é'itrèmités yz.'&'A du 
grand axe. Mais (i dans ^'Hyperbole on fait^ ou 

— j(f := tf j on aura j = H^ "" |/(^^— ^*) == Oj 

cê qui prouve que la ^ôut^bêpa^' par Mes deu^ 
fômmets a & A , ^c s'éççnd du çpté.deF auflî bien 
ijdé du coté de jT, de forte que rflypérbolè éft 
cpmpeXce.de deux côui'bes a/n , A n ^ qu'on ap- 
pelle Hyperboles conjuguées , dont les ordonnées 
CToifTènt , d'autant plus que les abfctflès deviennenc 
plus grandes. De plus ,' ces Hyperboles conjuguées 
font égales \ car en prenant \ts abfciflès poiitives 
ou négatives , pourvu qu'elles" foient égales , la 
quantité' x^ eft toujours la, tticme ( car i* =;::-+- at 
X-+-x = — Jirx— ;c). Si l'on fuppofe x<a = Cir 
«=CA,^ devient imagiÂaià/ Donc la courbe n'a 
aucun point qui réponde aùï abfciflfes comprifes 
entre a & A. 

30. Si dans les équations à l'EUipfe & l'Hyper- 
bole on compte les abfciflès du fommet a ^ Iq pr<à- 
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lit .4es abfciflès feça/ a g At— .«»* pouç rEilipfe -, 
lax -^sf pour l'Hyperbole ( xj.) ; ainu Té- . 



duic 

■quation à fJEllipfe j'^'sr -f 'x «* — ** deviendra 
^y* = -â X *tf*-r.*»».8tf Péquationà THyperbole;^* 

= ^ X «f -^ tf* deriendra >* = ^ X:ttf *-+^1?. 

3 1 . Puifque le paramétré p du. premier aie fe 
•trouve ( 1}. ) en taifanc i4 : ib ; : xb : p , ce 
qui donne ( * Calcul ^6 ) ta : p :: ^a* : ^b^:i 

a* : b\ il s*enfuit que i a» .-^. Si dans les deux 

^iquations de f Ellipfe & de l'Hyperbole , dont nous 

b^ 
venons de parler » on fubftituè la valeur de^ -^ > oa 

aura pour rEilipfe y^zzE^x «* — ** = ^ -« 

s. 

—- \^6cy* ^ px-^ ^ — . Mais on aura pour l'Hy- 
perbole y» = Z X Ic*"^ 4^ = ^- — ^^' & y* = 

^ X rrjTHPT* = px^ EJL. Telles font les 

équations par rapport au paramètre de l'Ellipfe Se 
de THyperoole. 

5 1. De réquation à l'Ellipfe, ^* = -^ x 4i*^;c*> 



^ En confidérant odc pcoporcion coocinae camixie une pro- 
greffion » dont les autres termes font inconnus , l'on a It 
propriété annoncée par le N^ 56 de la première Partie* 
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il iUic qa6 les deoxaxes devenant ^gaùx , ce qui 
donnera «* = **, ou -j.s= i , Ton a\ira j^* == i x 



.* y -. 



(a* —a:*) == tf * — ^* ='iaA: —• AT* ^ équation au 
cercle : ainfi le cercle èft une EllipfeV dont: les 
axes font cgaux^ Mais les axes de l'Hyperbole deve« 
nant égaux , on ^y*^zizx* -^ a* , y* = x a ^ ^ x\ 
Dans ce cas l'Hyperbole eft dite cquilacete, 

Remarqt;e. Dans PHyperbole , b peut être plus 
petit, égal ou plus .grand que a ; mais dans TElr 
tipre ', b eft hécedairemerit plus petit que a. Car 
^hg. !8. ) j^zza , étant PhYpdthehufedù triangle 
reétanglç /B C t <^ft, néjceflairement plus grande 
que BC = ^. 

}}. Problème, .Trwv^r V équation it VEUipfc 
& de l* Hyperbole par rapport au fécond axe. A 
caufe de m/? ( fig, 6Slj.) = CP = a: , 3^ de 
Cp zz P m =y , il fttffit de changer y eiï x & 
réciproquement , ce <jui donne pour TElUpfe x* 

= *I X ^—7^, ou x» X a*2= ** X aV-j/* X b\ 

tranipofant on a\y* X A* = ** X a* — a:* X a* , 
id où l'on tire y* ; A* - aï» : : it» : b* , -Se y^ = 

fj. X i»^"x^. Donc i**; le quarré d'une ordonnée 

au petit axe , eft au produit de fes abfcifles comme 
le quatre du demi-grand axe au quatre du demi- 
petit axe. Donc i°. réquation au petit axe de 
rEUipfe eft femblaWe à celle du grand axe. Si dans 

réquation à THyperbole 7* = — x **—>»* j on 

change y en a: , &c réciproquement on aura ,v* =2 



Sbctioms. Go vj qui s. *t 



-7X7* — tf*x -; = -r X^'V^N*? en tranfpofant, 
** -V- A* =t J^*- Mu|tf pjiiuit.p*iî a* & divHant par. 
** , <»fi trouva >* ^ n X ** -f- j? j d*on i on Icîre 



y» : i* ^- jf* : : û* : A*.. Donc i® le quarrc d'une 
ordonnée quelconque 9itt fécond àxe de THyper- 
bol^ eft à la fomme du quarré de l'abfciflè & du 
quarrc du démi-fecoild axe, ccon^me le quarré dé 
la moicié du premier au quarré de la inoicié du 
fécond. Donc 2® réquâjdon de THyperboIe ^ par 
rapport au fécond axe , n>ft pas femblable à celle 
du premier. 



a* 



CoaoLtAïKB. Des équations ^^^^ p )<>^^-^x^ » 

a* '* à ' :_" 



j' = -:4r r 1/ ^* -h **•. Ces équations font voir i^^ 

3u*à chaque abfciflfe du fecond a;ce d'une EUipfe ou 
*une Hyperbole répondent deux ordonnées égales. 
Tune poutiire p m , Tàutifè- hégativie p o ; ainfî lé 
fécond axe y comme le premier , partage la courbe 
en deux parties égale», -i^ Que aans l*Eliipfe x ne 
peut pas ctte plus grande que b y maïs dans rHyper- 
Dole X peut croître à l^inhni. Ainfi l'Hyperbole eft 
compofee de quatre branches égales , qui $*éîoignent 
à l'infini du premier & du fécond axe *. 

Remarque. Le paramètre p' du fecohd axe de 



* Oa fuppofe que Its. axci- (ont prolongéi;. 

B i 
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rEllipfe & de l'Hyperbole fe trouve par. la pro- 
portion ib : id II ta ^p' , d'où Ton tire i A •* 



a^ y 



/ :: 4i*> 4^ :: A* : a* , oa—r^Aj: Sil'ott 



if* 



' iubftitae cette valent ^e ~ dans les équations de 
rEllipfe & de THyperbole, oi^ aura jy* = — "-: 

ÙL pour i'EUipfe, 8c'y.= ^ ^ ^-^ pous 

THyperboIe. 

34.THioii&MB. Lu furface d'une Ellîpfi a:bkni 
ejl à celle d'un cercle décrit fur fon grand axe ^ 
comme le petit demi axe b ejl au demi-grand axe 
a {fig. 6.) : car par la prcpriété -du cercfe ( n.) le 
quarrc :{* d'une ordonnée P n quelconque eft = û* 
— - AT* , & par la propriété- de TEHipfe , Iç- quarré, 
y^ de l'ordonnée P/» correfpondante à la même 

b^ • . . ■ ■. ' " * b^ 

àbfcifïe eft= --r X ?^"5?^ ; donc y* ."?*:: -r K 

4»* — «*, : û* — jr* , pu ( en multipliant les deux 
derniers termes de U proportion par a^ ^-les di- 
vifaiit par a^ — at* ) y^ .: ;f* : : b^.c.a"" ; .^ijifi-^y J: 
^ : : ^ ; it ^ donc la fomme de tous les y eft à 
la fomme de tous i^s r comme b : a : or la fomme 
de tous les y, eft égale à 1^ furfaçe.de l'EUipfe ^ 
Se la fomme de tous les ^ eft égale à la furface 
du cercle j donc , &c. ; 

Corollaire I. Puifqv^ç, ( 33.) l'équarion^ par 
rapport au petit axe de TEllipfe , eft femblable à 
celle du premier, ï\ eft vifible que Ta furfacé'cTûn 
cercle décrit for le petiî axe de rEllipfe. , pris pouc 



SBCTIOH5. CQNIQFES, , 5 . ZJ 



^^^^^v^B«^57«^^>^^9S 



diûmeVre^ eft i la fùrfate jBe l'ElHpfe commet le 
deniî-pécit àxe de l'EUipfe.eft.à (ba demi-gi^ud axe. 
Çorol;!!; La furfaôi ^id'wie EUipfc,^fi!iéMU 4 
ielit d'un cercle ^ dont lerqyonferoit = V 7ii c </?-à- 
dire y mèyen profohidhnd entre les deux demi-axes* 
Car foie c la circonférence- d'ip cercle dont le rayon 

s= r^ en faîfant r: c l'ia r.^ — ( car les rapns font 

proportionnels aux circonférences) , on aura^ellé du 
. rayon a. Multipliant cette quantité par la moi-^ 



4 



tié du rayon ^ ou par -, on aura la furface du 



ta^ 



cercle décrit fur le erard axe =: — . Mais par 






le Théorème S : l\ b : a } donc S = 



L ... Ç * V ■ ''■■ 

; or telle eft la furface ^du cercle dont le 



^r _ . 



rayon = V ^ ^ ; car fa circonférence fe trouve en 
faifant /* : c**: : V ^ ^ : -y/ à b^. MuFtipUinrcette cÎf- 

conférence pai Y ^ ■■ , nobitié de fou rayon . Ton 

' . . ^k ■ . s- , c. :• ; 

A ia:ûffaèêi=: TT^ aaaaSt; ^nc,*&c»_ ' - 

Coroiï'ÀiRb; llL -Donc pour %voir la furS^œ. 
dMtie'£Uipfe<$\\dQi^$(lesi d^ini-axes tcmXM Se è , il 
fuffitbdp. chefchei celle d*un cercle , dont J.e rayon 
^ibtt/jn0yen ptojjotttowej: entre a &>.AQn.peut 
voir par-R que. la qaa^catute de l'Etfipfc dépend 
.de«lfe. da cercle- ^^^ .. :::i . .; ;,,. ,v .. [ 
i * CoRbijiAiJ^E' iV. îlfaèt du,/ejcmd.fi^ol}fll:f^^ 
.qu^ie^^HrfMUsdes^tUii,Ei^^^ fe//^^fô^£- 

B 4 
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grands axes font a & KyUs demî'petiis axes h & B\ 
jont entre elles comm< les produits a.h ^ A. B de 
leurs demi^xes. Car la forface S de la . pceinîcre 

*= •— , & la forface / de la fecqnde = ; 

xr "^ %r 

donc S •• / : : : — : ; a 3 : AB ; donc, &c* 

3 5. X^^OREME. La double ordonnée qui paJferoU' 
par le foyer f d^une ÇlUp/e ou d'une Hyperbole ^ fe^- 
roit égale au paramètre du premier axe {Jîg* 6& 7)% 

Car fi dans l'équarion >* =: -v X ( «* — J»* J » 
on fuppofe X ^BSi € y elle deviendra y* «= -7 
X ( «* — c* ) =: -r , d*où Ton tire y Bsa — te zy 

e=s - — = p. Mais pour l'Hyperbole , on a ^ = — 

44 

^ (c* — 4V) as= — ( 4 caufe de 3* aa=; c* — n* 

dans rHyerbole)i donc y ass — , & iy=: 

=:/ ; puifque ( par le n^. i j« ) la : xb : : xb : 
p =t si= --r— ; Nous avons ^u{fi= démontré la 

mcrne chofe ( t ) à l'égacd de^là p^a]>ele>; . 7 

3(>. Problème. Par Un point donm m deTEl^ 
l'/pfe ou de' C Hyperbole ^ mener ùnè tangente j À la 
courbe ifig, 9 & 7.). Ûans rBlUpf^ arfrà(it-fait le 

!)r6longen3ent ml ^^^ fm-ss. F/» , «-mené la 
igné PL9 par le milieu i de cette- ligne de par. le 
point m menez m t. VHnk THyperbole (fig*>7. ) 
ayant pri$ fur F m la pa^ie^T?»/ c= fm^ ^ Se tiré la 



SlCTIONS C OKI QUE S. 1^ 

ligne // 9 ticez pax fe point m & par le milieu i 
tle^// la ligne mt\, & le Problème fera, réfolu. 
En effet tout autre point y de /w^ r ne .fauroit 
^ètre à rEIlipfè où à l'Hyiperbole. Car fm Hh F m 
:=^fl zz la dans l'Elfipe , Sctm — • fm = FVw 
^ ml zz la dans rHjperbole. Mais à caùfe de 
¥m =1 ml dans l'Ellipfe., de fm.zz.mi dans 
THyperbole , Se de m t perpendiculaire fur le mi^ 
lieu de F/ dans r£llipie , & fur le milieu de // 
• dans THyperbole , tous les points de m t font éga- 
lement éloignés dé, F & de / dans l'Ellipfe , de 
f 6c d/d i dans THyperboIe; donc dans TEllipfe 
y/=yFi doncyf^ yl = y/'r+-yF:or 
y f ^ y/ vaut plus que fLzz %a\ donc (y/ 
'•-H y F ) > 2 a j donc lé point y n'appartient pas 
râ l'Ellipfe. On prouvera la même cbote pour tout 
autre point iîtué fur mu Dans l'Hypetbole F/w — 
fm iss.Ym ^mlzz xa i mais Fy — yf = Fy 
\m^^y l n'eft paslssss ia '5=: F/ ,. autrement Ton 
.auroit F y c= F / +• /y , ce qui eft abfurde ; donc 
Je point 'y n'appartient pas à la courbe. On peut 
.«prouver la même chofe pour toucautre point (itué 
iur. mt i donc la ligne m ^r n'k d'autre point com« 
mun avec la courbe que le feul point m ; donc y Sec. 
'- -CôkoLLAiRE" t Dans rEÏUpJe & PÈyptrbolc les 
an^es formés par la tangente^ ^ & les deupç rayons ■^:i. 
velîeurs qui aboutijfent au ^bînt de contact font 
égaux. Car dans rEllipfe F^ot i ~) m t dz frfiy 
( (on oppofé au fommet). Dans' l*HyperboIe fmi 
= i/»B, parce que mr divifant en deux- égale- 
ment là bafe dû triangle ifocèlle fm ï Se' paflant 
ar m , doit divifer l'angle m en dettx- également, 
ç pliis l'angle lEmi zzxniy fpiit oppofés ; au 
fismmet, ... ... 



B 
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CoROLLAiEE IL Donc fî d'uir dés , foyers de 
rEilipfe ou de l'Hyperbole partent des rayons de 
lumière qui tombent fur la furface intérieure d'utx 
corps formé par la révolution d'une EUipfe ,. ou 
d'une Hyperbole autour de fon axe a A ,: ces rayons 
fe réfléchiront vers l'autre foyer dans l'EIlipfe ; 
mais dans l'Hyperbole leurs^ prologemens feule- 
ment, abourironr i l'autre, foyer. Et réciproque- 
ment fi dans l'Hyperbole les rayons partent du 
foyer le plus éloigné , ils réfléchiront fur la con- 
vexité de l'Hyperbole , de manière que les prolon- 
Îjemens m f des rayons réfléchis m M paflèrûnt- par 
e premier foyer , & les rayons m M paroîtront venir 
d^ ce dernier foyer. / 

^}7. Thboreme. Si du centre (le rEilipfe ou de 
l ÉyperbùU on^tire la ligne .Ci , l'on aura Ci=.a 
(fig. 9 & 70. Dans l'EUipfe C/=rC F , &F i - i l; 
donc F/== iCF : CF :: F/ :F/ ; donc les 
triangles F// , F Ci font, femblables * j donc 
/F : f C : : // = 1 tf : C i ; mais F/eft dmible 
de FGj donc // == z^ eft double de Ci:; doiic 
Ci = a* Par un raifonnement femblablé on* verqa 
<jae les triangles //F yfiC, { figi: 7. ) fom- fcm-» 

blables , & que Ci =5 -t-S=: -*- = iz; dopc^&c. 

Corollaire L II fuît dù-Théotême qiié u du 
point C comme centre, & de rîhtervalIé,CÀ5=5^ 
(fig. t)& 1 0.) on décrit un cercle, les perpendiçulàire,s 
Ti ,/i tirées des foyers F S: /dé l'EUipfe, & de l'Hy- 
perbole fur la tangente m,t ^ prolongée s*il le fautj. 



I n I r I*— >*<*i**fc— .^— *— jfci 



* Deux; 'trfâhgjlcsTônt fcmbîables, lof fq^iU ■ oiit ieàx 
eocés adjaceos à an angle égal pioportionnels. 
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aboutiront à fa circonférence. Car les lignes F i , 
fdy étant perpendiculaires iat mt ^ font néceflài- 




fD. D'ailleurs langh 
idH eft appuyé fur le diamètre iD j donc le 
point d eft dans la circonférence du cetcle dé- 
crit du point C avec le rayon C i = ^ ; donc 
Tes points dj i), i font fitués fur la circonfé- 
rence de ce cercle , & Ci» CD font Ài^ rayons $ 
donc, &c. 

CaROLLAiRE 1 1. Donc le produit des perpen* 
diculaires abaijfées des foyers de VEllipfe à de 
* t Hyperbole fur la tangente efi toujours égal au 
quarré du fécond demi- axe. Car par la propriété des 
cordes ( Géom. Si)y f^ X / D sss af X /A 
(•fig. 9.) = 7Zn X 4-h c z=: aa ^ ce = è^ j 
or./D s= ¥iji caufe des parallèles F/^ fd; 
donc fd X Fi =3 R Dans la fig. 10 , par la 
propriété des fecantes , (Géom. 5^.) fdx /D 
= /rfX Fi = fd X li =^fa'XfA =fa X 
Ta= h\ 

Corollaire III. Les perpendiculaires 1£ i ahaif- 
fées du foyer p fur les tangentes aux différens 
points m de VEllipfe & de l'Hyperbole croiffent 
dans rEUipfc plus que les racines dei rayons vec^ 
tcurs f m & moins dans VHyperbàléf. Dans l'El- 
Hpfe (fig. 9. ) les xxhii^es fmd ; F/ftifontfcm- 
blables ^ ayant les angles tn d &ci droits ^ & Icç 
angles dmf^ imY égaux ( 3<^. ) i ^^^^ ^ ' •' ^^ • • 

fd :^fm : donc Fi = -i^ ; dond (en muiti-" 

pliant tout par F i ) FI* t=^p' ( en Êiifant Fi =f ) 
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s= F i X fd X — - =± A* X -T- : donc pour une au* 
cre tangente dont la perpendiculaire foit P > on 
aura P* = A* x ~ ( F /«' , fm' défîgnenc le* 
rayons veâeurs correfpondans al P ) } donc p^ : 

r fm fm' fm / «' . ^ 

|r f ^ j I K Y 7—, y La mènie proportion a lieu 

» • • • ^ 

(fig. 10. ) dans l'Hyperbole , ainfi qu*on peut le dé- 
montrer facilement par le moyen des triangles fml^ 
fm rf ( la démonftration eft la même * ). Mais 
dans rEIHpfe F m croidànt , //n diminue, puif- 
quon a toujours F/»+/72/=ia/ dans THyper- 
Dole au contraire F/tz qroiilant, fm croît au(&: 
parce que la différence de ces lignes eft toujouts 

tss la i donc dans TEUipfe les fractions j^ croif* 

j m 

fent dans 1in plus grand rapport que fi fm étant 
conftante , F m == r croiilbit leul j au contraire dans 

THyperbole les fraâ:ions 7- croiflent moins que . 

fi fm étoit conftante } donc les perpendiculairea, 
croiflent dans rEllipfe dans un plus grand rap- 
port que les V 7 & dans un moindre rapport dan& 



m- 



|ucr k 
'abord' pat^ 

rafporc à rEllipfe , & la recommeacer enfaice en l*appli* 
quant à i*Uypexbok. . .: 




^--^ • ' - 



AÀ«I 



«M 
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rHypcfrbok^ 'mais (14) elles croifleht <omme les 
racines, des jalons veûeurs dans Ja parabole *. 

3 8. Problême. Trouver l'exprejjion des rayons 
y^aturs fm yyVm^dç VEll^pfe <& ^< l' Hyper- 
bole {îi^.6tci\ Pour FtlUpre appellanc 2 ^ la 
^lîfFërence-de fm HSm î & faiiaiit œ a ^la femme 



••. * 



de /m 6c V m dans, ÎHypetboIe , cm a^ =: ~ *♦ 



Xi^yi donc/;n = i^^if r=!Ù=:ii,&F;«== 



-«^: : -»T-+r^^ 



^+"^ == ' " ' ^ ^ ■ ♦ 'Mais dans l'Hyperbole on a 



- 

c at ^ cm — a 



/__ ^ X cm — a' ^ 

m=q^a=^-^ — «=== ; & F/» 



59. Théorème. Dans VEllipfe la fous'-normate 

C fig. lo, X) i car les lignes ^/w ^ Fi étant perpen- 
diculaires fur m r. font nécefïairement parallèles; 
donc (v Géôm.'4(^.:^ F / ( 2 ^ ) : F/ ( r^ ) : : mt 

tssYmzz — — — ( Problème précédent *** ) : F j 



sicx =. — — ; orPj=Fî 



xa : 



' * Cette propofition cft utile dans rAftronomie-Phylique. 

^* Nous appelions ici x ^ ce que nous avons ap&ejlé 
(16) 1 </. Voyez les numéros i5 & 17, 

*** F m ditigne ici le plus petit rayon vcdleur. 
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-*FP,&FP = CF-^ÇP = c — *,' doncP.^» 
**'""'^"* - c + ar = ( en rèduifant le tbut eà 
fraftion & efFaçaiit les quantités qui fe détruifent) 

>■■■ ^ -rf-tt = w , à came de tf'ii -r- crss 6 • 

40. TMiDRèME. \Dèns rEtlipfii la fous-tangentt 
pr 5= ._ — '; /wtfij dans l'Hyperbole Pf Fr 



»*— 4* ' 



( fig,. 10 X, &7. )• Car dans Tune & 
lautre courbe* ^ triangle reftangle qmt donne 
çP:P/n::Pm: Pr=p-^= — } or ;.* z« 

t» ...... 

_ X C <^* — ** ) > ^^s i'ElIipfe i donc dans cette 



courbe P^ 



-^ X (û».— ^») ^» , 



X" 



te 

Mais dans l'Hyperbole j<* b=s ^ k ( x* — ^*) } donc 
dans cette courbe P/ = —j- = — ^ 

0^ X ' . X 

CoROtiAiRE I. Donc CP X Pr = a*— ** dans 
TEllipfe , mais C P X P f = ** — a* dans l'Hyper- 
bole j donc faifant P f = S , on aura S x = <t* — x* 
dans l'Ellipfe , & S* =3 *»i-«* dans l'Hyper- 
bole. 



^m^—'mm' 



|>— M*— — i^M ^ 1 I iiiM I >i ■■'■■■ *■ m i m ii ■ 

Re M'A R/Q V E. Si' dans l'exprefflon de 9q6c>pt 
on compte l^s abftiflès dà fommet , où de F.ori^nc^ 
<ie FaSÊe y alors x ^fe changera en. a '^x ,. & .1 W 

' ♦. » . » • 1 . • • « . ''I? ■»> j^ ' ' 

aura , .cçute sédfi|5tipn faite , P ^ == - ,4- --^ ,. & 

p. ^ c= , ■■ . - ' j, — ^^ I^es . i%nes • fupçriçurs ont . lieu 

^ -^ * ^ ' . • , . 
4àns }*Ellipfe , & lesirifërieurs dans l'Hyperbole. 

Mais dàrir la Parabole*, ainfi que nôas l-avons déjà 



vii \ la"^' fous-normale eft'= -, & la (bus-tàngente 



^ > ' I » 



P 

1 

1 ;ç« Donc dans les Sections Coliques la fous* 
çormale eft égalera, la moitié du pataipetrp dans 
la Parabole , moindre dans rEllipfe & plus grande 
dans THyperbole. A l égard de la lous-tangenpe , 
«lie .eft égale au double de l abfcifTe dans? là Para- 
bole , plus grande dans rEllipfe , moindre dans 
rHyperbole ( on compte les abfciîïès du fbmmet 

de la courbe). Cardans rEllipfe- ^- — > 






XX. Mais dans THyperbole P/ 



IX y donc, &c. 



a^ 



CoROLLAiHB IL Donc Crr= — : car dans 1*EI- 

X ' 

t> r r> il*—-**... - a"^-^ xx-\^xx 
llpie Cf = r— -+-' AT = — ■^- — 

?■. Dans l'Hyperbole. C r === CP — ^J>r = jt 



(^) 



* • 



CoRcfiLAiRi III. Il ftiit du Corollaire prccÀknc 

2ac CP : Ctf :: G a: Gê^ Auifipourtrouvtn 
) t il fa^ prtndrt une tro^emc \proponionnclU <i 
Pabcijje & au, demi-axe. Le poinc r étant trouvé 
par r & par ./;? ^ on -mènera iinelîgné /nrqui fêrâ 
une tangente. , - ' 

' ConoLLAiRB IV. Retranchant 'A P de Pr^lans TEf- 
Upfe , & tfP de Pr dans rUxperix>le. & comptant, 
Us abfcifles du fommet/on aura kt (fig. loXJScat 

(fig. 7.)= ■ J' — -^ X s= -:=:-;, maî^dans la Pa- 

raboje (fig. i .), A r = x j donc la diftance du fommet 
i la rencontre de Taxe & de la tangente eft, oar 
rapport à* rabfcilïè , égale dans la Parabole , plus 
grande dans rEllipfe , moindre dans rHyperbolè. 

. Rem ARQU^. Si dans l'expreflion de P r = — ^ — — - ^ 



4» 



on fuppofe X s=s o , l'on: aura P r set — ses ^ 



(yoyezce que nous avons dit fur l'infini dans la 

{>femiere partie ). Ainfî la tangente qui répond â 
'extrémité du petit axe cft infinie & parallèle au 
grand axe de.lEUipfe j mais en faifant x néga- 
tive , Pr devient négative ; ,çe qui fait voir qu'une 
quantité . en paffant du pofittf au négatif , paATe-quel- 
quefois par Tinfini ^ mais d'autres fois elle pafie 
par o y comme on le voit dans la progreffion 
arithmétique , -r 4. 1. o. — • 1. — 4. — ^. &c. 
La raifon en eft qu'une quantité en paflaiK;diip<>? 
fitif au négatif, doit fe trouver dans une limite. 



* En confidcranc o comme une quantité ififînim^nt 
petite. ' / ;, .. J 

qui 
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a. 00* 

Il II' m 

00- - 



qui ne foit pas. plutôt pofitive que négative j.or a 
n eft pas plutôt pofirif que' négatif : il en eft de. 
• même de PinfinL Mais une quantité i/a. — x n& 
peut de réelle devenir imaginaire , ou d'imaginaire 
devenir réelle , que la quantité a ^ x ne palïè du 
pofitif au négatif dans le premier cas , du négatif 
au pofitif dans le fecond-cas : une quantité ne* 
peut donc pafïèr du, réel à. l'imaginaire & récipro- 
quement qu'en paffant par le o , ou par oo j ce 
qu'il eft bon de remarquer. 

Si dans l'expreffion de atzi: ■ — ; — dans l'Hyper- 

bole, on fuppofe a: =00 ,. IWaura ^rc: 

= tf. Ainfi izr ne peut jaiîiais furpafTèr ûC, & 
toutes le5 tangentes de l'Hyperbole tombent entre» 

CSca; & dans ce cas ,C r 5= — =-r=?o.*Mais 

X 00 

dans . la parabole ( fig* 4^ ) ^ r = ^ devient ,uifinie^ 
lorfque x =z 00, Cela vient de ce que la parabole 
eft moins ouverte que l'Hyperbole : en effet on 
a y = itr |/p* dans la parabole , & y,™* 

/7 :*: -+- ^-^ j dans l'Hypôrbole j donc le para- 

r 

^. mètre p ôc l'abfciilè x étant fitppofés les mêmes dans 

^"" l'une & l'autre courbe, les ordonnées dé l'Hypertole 

'' ibnt plus grandes que celles de la parabole , & eti 

faifettt=:Y l'ordonnée- de l'Hyperbole 4t^^ celle; 

,^ de la parabole , l'on a (à l'infini)^ : Y : : ( V /? 00 ) f 



( 



"^ C'ell-à-dire infiniment petite : on peut la regarder 
comme = o refpeâivemcnt k dt^ 

Tome IL G* 
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y ôô : 00 , en divifant par v^ jT, faifatic atcencion 

que 00 -4^ = ., & multipliant par la; 

donc, &c. 

41. Théorème. La fous-tangente pT au fcconi 
axe de tEllipfe & de l'Hyperbole (fig- 10 X & 7 ) , 

h^ — y* b^ +>'* 

^yfc:; ^ ^û;2j VEUipfe ; /n^ii^ /^ T = 

rf^/2J l* Hyperbole y en appellant y Vabfciffe pQ du 
fécond axe. Les triangles ièmblables r/TzP, mT p 
donnent r P : P /w s= pC : : /tz/? = P C : /?T j 

c*eft-à-dire -+- — -— : y : : ap ; i? T = -^ JL ■■ ; 
or 3+: tf * -f. ** = -77— 1 ce qu*on tire aifémenc 



de l*équation de rEllipfe & de l'Hyperbole , y* 
= -7 X ( 4^^ <ï* -I- a:* ) , qui de plus donne x* 

'*' •• Subftituant ces valeurs dans 

^ . Ce qui four- 




THyperboIe , on trouvera CT = — . 

y 

Des Afymptotes de l* Hyperbole j & des Diamètres 
de VEllypfe & de t Hyperbole. 

41. DipiNiTioNS. Si par le fommet a de 
THyperbole ffig. 11.) on mené Yax perpendi- 
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culairement fur Ca , qu'on faflè ^ jc = ûY =r C ^i 
les lignes indéfinies C Y , C at , menées par le centre' 
C & le^ points Y & at , font appcllées AJymptotes dé 
VHypcrboie; les lignes /2^'j nu ^ ng font nommées 
Ordonnées j lefquelles font paralltks à une Alymp- 
lote , ou à l'un des axes. Une ligne terminée oe- 
part & d'autre à la circonférence de TEUipfe , en 
paflant pat le centre , eft appellée Diamètre de 
rEIiipfe j telle eft la ligne dD { fig. 1 1. ). De 
même dans l'Hyperbole ( fig. 'n. ) la ligne D d ^ 
terminée par les Hyperboles oppofées & paflant par 
le centre , èfl un Diamètre., Une ligne HCh qui 
pafle par le centre parallèlement à la tangente rdj 
menée à Textréniité d d'un autre Diamètre, eft ap- 
►ellée Diamètre conjugué par rapport au Diamètre 
^d ^ S>c réciproquement. En. général deux Dia- 
mètres font dits conjugués l'un par rapport à l'au- 
tre , lorfque l'un eft parallèle à la tangente à l'ori»* 
gine de l'autre. Dans rEIiipfe tout Diamètre eft 
terminé par la rencontre du périmètre de l'Ellipfe ; 
mais dans l'Hyperbole on détermine le Diamètre 
conjugué A H en tirant du point d parallèlement 
aux Afymptotes , les lignes ^fÂ^ dH jufqu'à la 
rencontre de AH. Les lignes Im , parallèles à la 
tangente dt (fig. li.) , ou à la tangente dr (fig. ii.) , 
tirées d'un point / quelconque de la courbe juf- 
qu'à là rencontre du Diamètre , font dites ordon- 
nées à ce Diamètre. Enfin le paramètre p d'un 
Diamètre eft une troifieme proportionnelle à ce 
Diamètre & a fon conjugué j ainfî faifant ûfD = 
%a j ha =2 ib ^ on aura le paramètre du pre- 

mier = ,. & celui du fécond = -r-» 

4}. Théorème. Ze rectangle des lignes </:{, rfr' 

C 1 



\ 
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(fig. II.) ordonnées aux Afymp^otes paralUUmcnt 
au fécond axe , eft égal au auarré b^ du fécond 
demi^axe. Les triangles femblables Ça Y, CPij 

donnent a : b : : x ; R;f p: — ; mais \d z^zV:^ 
*-.<fP = — -y,&rfî'=: Pî'-HPi/ = ~-+-j; 
donc dzxdr = — y* =; — r 5 ( ^ ^ «* ), 

h^x^ y^ x^ 

en fubftituant la valeur de y^ ; mais 



» I 



— ;;- = h^ j donc , &c. Il €ft vifible auffi que 

/zif ' , n^zz-bb. 

, Corollaire I. De Péquation rf:( X rf:['= i*^ 

on tire ^:{ : ^ : : ^ : ^ij . 

Corollaire IL Donc l'Hyperbole ne rencontre 
jamais rAfymptote j quoiqu'elle s'en approche con- 
tinuellement j en effet P j = — , & Fï;* = -^ i 



V x" P * 



or 



mais p<i* = j)^* = — j- — —j- i donc P ;( eft tou- 
jours f>lus grande que P^, c'eft- à-dire qu'aucun 
point d de l'Hyperbole ne peut jamais rencontrer le 
point correfpondant '^ de î'Afymptote. Mais parce 
que de l'équation d-s^y. d:( =: b^ y on tire ^:f =z 

-r-7 , & que d :^ augmente continuellement à pro- 

portion c|ue l'Hyperbole s'éloigne du fommet a 3 
il s'enfuit que d^ diminue & que l'Hyperbole 
s'approche de plus en plus de l'Alymptote C j. 

44. Théorème. Le produit d^une ordonnée quel^ 
conque d y à une Afymptote & parallèle à l'autre 
Afymptote , par fon ahfcïffe Qy , efl toujours égal 
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au produit aKx C K. En effet ks triangles aKY ^ 
^y ?' ( femblables parce que \&cX ^ y 8cK (ont 
correfpondants ) donnent dy : al^ l\ \d : aX =3 
C'b\\Cb : d:( { Coroll. I. ,n^ 4} ). Mais les trian- 
gles tf K Y , t/ i :(' ( femblables parce que leurs côtés 
font parallèles) donnent aY : ^:(' \\ KY : di ; 
donc dy : aYi W KY : di; & c/j. rfi= ^ K .K Y; 
mais i caufe du parallélogramme C i rfy , on a dy 
== C i. De plus les triangles égaux CAK, ^KY* 
donnent ûK= YK = CK j donc dy,Cy ;= CK% 

Remarqua. Il eft vifible que ^K z=ia K. ; 

Corollaire I. En faifant C K = i: , Cy = at ; 
dy -zzy y Ton aura x ^y^c^ y équation de l^Hy-* 
pcrboU par rapport aux Afymptotes. La quantité f * 
s 'appellt puijjancc de l' Hyperbole. 

Corollaire IL Puifque par la propriété du 
triangle redkangle Cab^ on a (/»û)* = ^^-f-o^*, 

e __ CY b a 11 • a , 

& que tf K = — = — , 1 on aura aYi = r == 

^ % X 

=; — . -| donc la puiffance de l* Hyper* 



4 4 4 

iole eji égale au quart de la fomme des quarrés 

des demi-axes. - 

45. Théorème. Le rcSangle ng x nu des or- 
données aux j4fymptotes parallèlement au premier 
axe e(tz=za^. Caries triangles femblables ng-^^y 
C aY donnent ng : n^' :: Ca : 4 Y. Pareille- 
ment les triangles femblables ^un ^ Ca Y donnent 
nu : n:(l.lCa : aY ; donc en multipliant par ordre 
les termes de c^s deux proportions, l'on aura ngx 
. nu : n IX n :(' ^^-^ {4^.) : ÛC^ :=:^ a^ :T\'':=^b^ ; 

>«iiii»i I I ■ ■■■■■! ■ ■ m il I III ft il _ mmmm^m 

^ Car les triangles CbYL^ ^ Y K ont deax angles égaax* 
fur les côtés égaux 4 Y » C 3 5 donc » &c. 

Cj 
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donc ng.nu : a^ lit* : b^ '^ donc ng.nu=^a^. 

4^. Théorème. Si l^on tire une ligne quelconque 
rR d'une Afymptote à Vautre à travers une Hyper- 
bole , les parties r /z , R o comprifes entre chaque 
Afymptote & l'Hyperbole feront égales entr'elles 
(fig. I}.). Car les triangles rn:^^ rou (femblables 
à caufe des parallèles \n ^ ou) donnent m : n':^^ 
Il ro : ou. Mais les triangles RoV , l^'( fem- 
blables à caufe des parallèles oV y n:[' y donnent 
R « : ni' : : Ko : o V. Multipliant ces propor- 
tions par ordre , Ton ^ rn x nK : n^ x n^' :i 
ro X oK : uo xVo ; mais { ^^') in X n^' z=: 
b^zn ào X oV y donc rnxnK=: ro X oR , ou 
rnX {no ^ Ko) = ro x Ro = (r/2-+-/2o) 
X Ro j ou rnX no'^ rnX Ko = r/z X Ro -+- 
no X R 0. En laçant de part & d'autre la quantité 
rnxKoj il refte rn X no = KoX no i donc 
(en divifant par no) r/2=:Ro; donc, &c« 

Corollaire I. Donc une tangente mt ter-* 
minée aux Afymptotes ejl divifée en deux parties 
égales 'au point de contact d. Car dt z=. dm y à 
' caufe que la ligne mt ne rencontre la courbe qu'au 
feul point d y Se que les parties dtj dm com- 
prifes tentre la courbe & les Afymptotes font égales 
ainfi que nous venons de le voir. 

Corollaire II. Donc étant données les Afymp- 
totes^ Gr-j C !j[ & un point n dans 1 angle iCtj^ 
on pourra décrire une Hyperbole qui pafTe par le 
point donné n. Car en tirant les lignes rnR^ 
ini' y &c. & prenant oKzn rn y d^^ £= in , &c. 
. les points d j o j &c, appartiendront à la courbe. 
On pourra fe fervir des points d ëc-e comme du 
point n y pour trouver d'autres points de la courbe , 
defquels on fera le^ même ufage. 



Sections Coniques. 



39 



47. Théorème, Les produits des lignes rnx 
nKy X p X py 4 ^c. tirées d*un point quelconque 
de la courbe parallèlement à la tangente font égaux 
cntr^eux & au quarré de md=^ dtziz t. Les trian-, 
gles femblables r /z :( , xp u donnent \n : up ZX 
rn : xp ; & à caufe des triangles femblableç 
ni'R^ pVy Ton a n^' : pV :: nK i py. Donc 
en multipliant ces deux proportions , ?/2 X n^' : px 
X pV :: rn X nK : xp X py* Mais félon ce 
que nous avons dit ci-deflTus ^n X n^' z=, b^ z^ 
pu X pVy donc rn x ^K = jpp Xpy ; & lorf- 
que le point n fe confond avec le point d , c eft- 
a-dire lorfque rR devient tangente, l'on a xp 
Xpy=mdxdtz::tXt = t\ 

48, Théorème. Le Diamètre hK conjugué au 
Diamètre dD y ej^ égal à la tangente sdr menée 
par l'origine d du Diamètre dD & terminée aux 
Afymptotes ( fig. 11 ). Les triangles Hhd.^ Crs 
femblables ( parce qu'ils ont tous leurs côtés paral- 
lèles ) font égaux , ayant deux angles égaux fur 
deux côtés égaux hd ^ Cr ; donc sdr = AH. 
D'ailleurs hC c=b dr à caufe du parallélogramme 
hd C r ; doues d sssCH. 

On peut démontrer cela de cette autre manière. 
Le parallélogramme CHds donne sd=z CH. Le 
parallélogramme drCk donne drs=fCk^ donc 
jr == AH. 

Corollaire L Puifque sd =e drj donc ACs=? 
G H. C'eft-à-dire qu'un Diamètre conjugué quel- 
conque de l'Hyperbole eft divifé en deux parties^ 
égales par le centre C de l'Hyperbole. Mais d'ail- 
leurs il eft évident qu'en prenant Ap === ^ P oa 
C P == Cp les triangles reûangles P dC y CDp 
font égaux Se femblaînes , donc ^C D eft une ligne 

C 4 
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(droite , & G (/ = C D ; donc tous les Diamètres 
de l'Hyperbole font divifés en deux également pat 
le centre C. 

49. Théorème. Dans rEllipfe & PHypcrbole 
(fig. 14 & 1 5. ) tout Diamètre AH , parallèle à une 
tangente m i , coupe le plus grand rayon vecteur 
Tniy de rnaniere que mi zz aC =2 a. En effet 
menant fp parallèle z mt ^ le trîangl^e pmf ùvz 
ifocelle , puifque les anglçs fm t j p mo égaux 
cntr'eux ( ^6.) font égaux à' leurs alternes internes 
mfpj mpf; donc mf =z m p. De plus les trian- 
gles ¥fp , F C i femblables ( à caufe des parallèles 
fpjCi) donnent F/(ic) : FC(c) :: fp: Fi; 
donc F/? = iFi^ & Tei =. ip. Mais dans TEI- 
lipfe tm ^fm^ ou ipi -+- ipmz=iia ; donc 
p i -+- pm ^ o\x mi z=L a. Dans l'Hyperbole F m 
.— fm =z la y ou F /72 -4- m p -"^fm — mp =: 
F/? — imp zz la zz ipi ^ imp ; donc û = 
yi m^ mp =: mi ; donc , &c. ^ 

50. Théorème. O^/zj une Ellipfe (fig. i<j.) /^ 
triangle V mt fait par une tangente j fous-tangente 
Sr ordonnée correfpondantes y eji égal au trape-^e 
armP^ formé par tabfciffe ûP , l'ordonnée Pm^ 
la tangente au fommet 6* une droite Cmr qui paffe 
par le point touchant m & par le centre. Car pùifl 
que (40,) CP : C^ :: Ctf : Cr j & que CP : 
C û : : P/72 : ar [i çaufe des parallèles P/72 ^ ar 
qui rendent femblables les triangles CP/rzjCar)^ 
i'onaCa \Ct:\Pm : ar y S>cCa X arzsiPmit 

Cax ar Vm X Ct 

C r j ou " = — j or ces quantité^ 

font égales aux triangles' C m t ^ Car ; donc fi 
dé ces deux triangles égaux on retranche la partie 
commune P 772 G , l'on aura tmP ^=z mPa.r. Ct 
qu'il falloit démontrer» 
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Corollaire I. Donc un triangle qlu dont un . 
Cote y / eft une ordonnée à Taxe , l'autre côte 
une ordonnée au Diamètre //zM & terminée à 
Taxe en a , & dont le troifieme côté eft la partie 
de Taxe comprife entre fon ordonnée & la ren- 
contre de l'ordonnée au diamètre , fera toujours 
égal au trapèze correfpondant qkra. En effet les 
triangles P m t y qlu fefcblables ( à caufe des an- 
gles droits en ç & en P , & des angles correfpon- 
aants u 8c t égaux ) donnent mP t : qlu y, Pm* : 
gl^'* : : C^* — C^* : C^* — C^* ( par la pro- 
priété de l'Ellipfe ( 28 ) :: Pmra : qkra (parce 
que les différences des triangles femblables Cr^, 
Cpm yCra y Cqk font dans le rapport des dif- 
férences des quarrés des côtés homologues ) \ donc 
V mt : qlu \\ V m r a : qkra ; mais /n P r =s 
Vmra ; donc qlu r= arqk =: qJc mt ^ en re- 
tranchant a rmP ôc ajoutant la quantité égale 
tm?. 

Corollaire IL Donc le triangle lok eft égal 
au trape\e correfpondant moût. Car nous venons 
de voir que qlu = qk m t ; donc en retranchant 
la partie commune qkou ^ on aura Jok = moût. 
' Corollaire IIL II fuit de-U que CND == 
C/72f*; or CND = C/2û? à caufe de la fymmé- 



(*) Car lorfque lok devient NCD, moût devient 
évidemment mC /. Pour comprendre comment lok devient 
NC D , il n*y a qu*à concevoir que la ligne lu , donc un 
foint / ed toujours fur la courbé & le point u fur Taxe An 
{ prolongé s'il le faut ) defceud parallclcineiît à elle-même , 
jufqu'à ce qu'elle Ce confonde avec la ligne N C i alors U 
ligne Ik, terminée par le. diamètre mM prolongé s'il le 
£ittC> ^ rextiémicé / de la ligne u / deviendra ND. ■ 
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trie * de rEUipfe qui en fuppçfant C :j' = C Z , 
donne C^'N^C^/z, Cç^D = C:(i/ & l'U 
s= j/2 ; donc Cnd =2 Cm e. 

51. Théorème. Dans VEUipfe le quarré d'une 
ordonnée lo {y) au Diamètre mM (xa) eji au 
produit des abfcijfes mo X oM ( <«* — xx) comme 
le quarré du demi - Diamètre conjugué (b) au 
quarré du demi ^ Diamcgfe mC {a). Car fi Ton 
rire nd parallèle i Ik ^ les triangles ndC j lok 
feront femblables , parce qu'ils ont les angles en 
k Se d alternes «internes, & de plus Tangle / du 
fécond eft égal à fon alterne /QC = </«C, fon 
correfpondant ; donc To^ 2 Vc^ : ! lok : nCd ; or 
les trianglçs femblables Cm t y Cou donnent Cm*: 
C^ ^ : : Cm t^ Cou j ÔC { dividendo) cT»*— C a* •• 
Cm* :: Cmt — Counzmout : Cmt :: lok : 
nCd { àcaufe de/oX:a=s moût ^ Se de nCd =:si 
Cmj (50. ) ; : To^ : ^* ; donc Cm* — C <?* , 
ou Cm -4- CÔ X Cm^Co = 7+« X a^x (_en 
faifant Co 1=: x) b= /z* — a:* : Cm* =» a* i: l o* 
=^* : "«C* = ^* , ou endettant la première lîufon 
à la place de la féconde & alternando ) y^ ; a* — x\ 
::A* ; a* **. 



* Cette rymmétrie fait aae les parties m de la courbe 
font fîtuées d*un côté de laxe de la même manière que 
les parties correfpondames ^ oppofées M le font de Tautre 
côté du même axe. 

♦♦ On peut démontrer cela d'une autre manière plus âiféc. 
Si on conçoit qu'un cercle A Y a B tourne fur le Diamètre 
A a jufqu'à ce que fon plan faHe un angle quelconque , par 
exemple de )o degrés avec le plan AQN^ M, & qu'en* 
fuite on mené de tous les points de la circonférence du 
cercle des perpendiculaires F Q fur ce dernier plan , la ligne 
AQ4M par laquelle palferont toutes ces perpendiculaires 
fera unis EUipfe (fig. x^AJ. Ea, effet il eft vifibJ^ qp^yaûî 
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52, ThéorIxce. C*ejl la même chef c dans r Hy- 
perbole (fig. Il) En e^fFet les triangles fembUUies 
Cdfy Cmm donxi^ntCd (a) î i/r= AC {b)ll 

Cm (jc) : m/72'= — ^ & faifant>72o = /72/=j^^ 
on a m o = — — y ; & 0/ =/ m -f- mo = --^ 

' 4f a 

-+-^ ; donc o TTt xof^= — y*î=^*(àcaufe 

< • • ' " ' ■ V 

deom' xof=:{rd)^ 2== A» (47)3 & en tranfTO 
fant il vient ù^ =y*j ou -=^^-^-^ ^=i=#*; 



d'où Ton tire r * :. at 2 _ a» i: ^i^ ' J >*. 



I î 



MM^M 
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' mené les lignes Fp, QD, Tunc^dans le plan du cercj^ 5 
rautte. dans le plan de la figure âQ/iM » & perpendidu^ 

^laircjs a rinterfeôit^n Au dçces plans., Ton aura F D :.p.Q.;: 
r : cof.,FDQ :: ait y en faifànt Iq cofinus de Ti^gle ^e xi^S 
plans ==> ^ & le rayon =« n 5 dpnc^^toutes^^les ordonnée! 
du ctrcU feront lioutes les ordonnées çorrefbondantes ^e 
la ficure A Q <z M dans un. rapport conihinc de a . \^é t «çU 
de CTT ; C; , en (aiianc CT «* a Se Çx=n^^ ou dâ ^aji- 
gtand-axe C A au demi petiç-txe C/;^ ce qui conWentpar' 
Êiteoient a UlUpre j[ J4)- La figure AQ^^ formée ,g^ 
les excrémicés des perpendiculaires FQi./Vn &c« abaiÛ^à 

. de la circonférence du cercle fur un plan. gui lui efl inclina j 

, s'appelle ProjeUion onJ^ograp/uque it cecercl^Cefbpo)irqi|pl 
Ta projeâîon ojrtbograp^cjue d'un cercle lut un ptanç.^i 
lui eft incliné eft une. cllipfe. y .\'..; ; : 

Il efl encore ^videm que fi des extrémités 66 du^imlifii 

' d'une corde xti^w mené des perpendiculaires xS , Z'Yf 

' u X fur le plan de la&uce AQS^J&j les l^nes Si..» ;cu §c 
SV, ÂrZ (èront entt elles dans uù rapport confiant ; c'eft- 

. à-dire^ que fi Sj çft^' .pai; exemple j la,nK)itié,de jci^^^y 
fera aùïli la moitié' d» vxZ. De même Q q pars^lefe i Ss, 
êc projeâîon du Diame^e F/£^ra UiAoitié^e Ceduu^jij^ 

Tome IL ** 
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Remarque. Nous avons fuppofé dans le der- 
nier Théorème que ma is=z ml ^ ce qui eft évident j 
car C dm coupant ^ r en deux également en d doit 
couper fa parallèle fm' en deux igalement en m. 
Mais d'ailleurs (45) //i= m' ; donc mo^lm. 
Nous avons fuppofé auiSi dans l'avant dernier Théo^ 



En générai toutes les ordonnées , & doubles ordonnées de 
l'Ellipfe parallçles cntr'elles , feront dans un rapport çpnf- 
tant avec les ordonnées & doubles ordonnées correlpon- 
dantes dans le cercle. 

il Aiit de-la que Qf 9 MN étant d«ix Diamètres con- 
jugués, les quarrés. (SV)* (y y des ordonnées au fécond 
font entr'eox comme les produits NV X MV des abfclflès 
corrcfpondantcs^ ~£a effet toutes, la^ ordonnées S V , Q C 
(car cette ligne, efl une ordonnée qui pafle par le centre), 
' parallèles entr'elles , font plui petites que les ordonnées 
x'Z\ FC du etrcle dont elles font les projections , jfc 
•plus petites danj un rapport confiant.' De même lèslièief 
I^V, VC/CN^ CM,& VM font plus petites- que 
" Itrs-lignes YZ , CZ, CY, ZB dont elles font les prbiçc- 
'' fions, & cela dans un rapport conftant. Mais dans le cerde 
' îes quartés des' ordonnées Jc Z foi^t éga^x aux produits Z B x 
•Z Y 'des abftiflTes ; donc dans* rEHipfe les ouarrés des of- 
ddnnées Sy^'fom'aux produits dés abfçifres NV x VM 
'--daiT^ .un rapport* conftant. Si , par txempU , dans OElljpïe 
"^ fes -qùarrés des orHôrinées éîlîptiqnes font la moitié des 
' ^tfatrés des ordbnhees circulaires cotteïpondantes , & qtte 
Vléj^ 'l^roduits dcir abfcîiRs dans' l'Ellipfe foient le 'quairr-dc 
i^ux dû cercle, les quarrés des ôrdonriéek dé l'Ellipfe. -fe- 
ront le double des produits de leurs 'gbfciflès ; en général 
^rbh'aura (SV) * : N V • VM - fQCr : NC CM , ou 
i^yaù—xx::lbi^.ai cri jEaifent $y*=y , CY'^it^ 
-MN*» i tf i & par conCquent MV •» <z -f- Jt » N V ««*■ 

--'<■■• * . - ' - -rf'- ' ' ■ * 

*tf — X, QC— ké Donc y* ««Étf— (àâ — xk). Cette 
Diétbbde eft aufli fimple qu'élégante; -'-^ 



( k. 
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rcmeque tous les Diamètres de rEllipfe étoienc 
partages en deux jparties égales par le centre } or 
c'eft ce qui eft évident , car en tirant ( fig. i6. ) 
Tordonueii^MF & fuppofant CF = CP , Ton aura 
piU: la propriété de lEllipfe P/jz = FM, & les. 
triangles redangics C F M , CP m auront deux 
côtés égaux , par conféquent leurs hypothénufes fe- 
ront égales y donc ces triangles auront tous leurs 
côtés égaux auffi ~ bien que leurs angles ;. donc 
772 C M fera une ligne droite , &c le Diamètre m M ' 
fera divifé en deux parties égales en C. 

Corollaire I. 11 fuit de ces Théorèmes que' 

j' == + - y/ (a^— x^) dans l'EUipfe ,&y=^-+---x 

|/(:c*— -û^ ) dans l'Hyperbole j donc à chaque 
ordonnée pofitive il répond une ordonnée négative 
égale -, donc dans rEIiipfe lozziio ,.&dansTHy- 
perbole (fig. ii.,) Im-zz.mo. Ce que nous favions 
déjà pour l'Hyperbole. 

' Corollaire IL Puifque l'équation aux Dia- 
mètres eft la même tjue l'équation a^x axes , il eft 
aifé de voir que l'équation par rapport aux Para- 
mètres & aux Diamètres conjugués font les mêmes 
que pour les axes , & que les propriétés des Dia- 
mètres font les mêmes que les propriétés des axes 
en tout ce qui ne regarde pas les foyers. 

Corollaire lîl. Si l'on fuppôfe l'abfLilTe a: = o^ 
on aura poun TEUipfe y = -^b ; mais en fuppo- 
fant X =za dans l'Hyperbole , on a ^ = o ; doiic 
THyperbole pafle par les extrémités dj D du Dia- 
mètre ûfD. 

• 53. Théorème. Si des extrémités /2 , M (fig, 1 6.) 
des deux Diamètres conjugues on mené les . ordon- 
nées mPyn:^ au grand axe d'une ElUpfej le quarri 
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d^unt des abfcijfes C \ comprife entre le centre C 
& une des ordonnées ^ eft égal au produit des ahf- 
cijfes AP xPa de l'autre ordonnée. Car fuppofanc 
/2ç = :{ j les triangles P/wr j n\C femblaoles â 
caufe des angles alternes internes « C P , m r C & 

des angles droits ^ & P , donnent rP* : ^* : : Pot* : 

fi* j ou en faifant rP = S ^ C ç = « ^ S^ : «^ : : 
^^ : :(^:: a^ — AT- : iz^ — «^j donc S*: «*:: 
a^ — x^ : a* — :<* j donc ( en mettant S a: à la 
place de a* — at* (40.) & alternando ) S^ : Sa: 
: : tt^ : û^ — z^*. Ou en divifant les deux termes 
de la première raifon par S & les multipliant par x^ 
Sx : AT^ : : tt* : it* *— zf^ , & en compofant , S^ : 
jlr* -+- S AT : : x^* : a^ , ou alternant y Sx lu^ n x^-^ 
Sx : a'^j mais û* = a:* -4- S x (ce qui fe déduit 
facilement de l'équation ( 40. ) Sa: = û*— a:*U 
donc u^ zzlS'x z=. aa—x'^ y & x'^zz. a^ — u^. 
Corollaire 1. Parce que de l'équation à l'El- 

lipfe j* = -^ (a* — ^* ) on peut tirer ~ = a^ 

— AT* 5 en multipliant par a^ Se divifant par P , il 
eft évident que pour l'ordonnée n^ (:f ) on aura 

— pr- = û* — tt* = X* , d où l'on tire A* x^ = 

II 

î*û* , ou ^a; = :{;tf. 

Corollaire IL Ayant tiré C Y perpendiculaire- 
ment fur 772 r 3 les triangles C;^ 72^ 4CY, fem- 
blables parce qu'ils ont un angle droit chacun , St 
les angles en C & r égaux , puifqu'ils font alternes 

internes , .donnent nCm^iiCt f^j ( 40. ; : 

CY; donc C/z x CY=^^— : mais^r = ix: 
donc Ctz X CY = a^; or en tirant ns parallèle 
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1 Cm j on aura le parallélogramme mCns fait 
fur les demi-Diametres conjugués = C /z X Ç Y * 
:=zab ; donc le parallélogramme fait fur les demi^ 
Diamètres conjugués de l'Ellipfe efè égal au rec^^ 
tangle des demi-axes; & par conféqiient le parallé'* 
logramme des deux diamètres conjugués quelconques 
fera toujours égal au rectangle des axes. 

Corollaire 111. Si le point \ tombe fur lé 
.point P , les ordonnées y &c\ feront égales , & les 
demi-Diametres conjugués Cm ^ Cn étant les hy- 
pothénufes des triangles rectangles égaux CP/Wj 
C/z j j feront égaux , & Ton aura CP = C;{ j o\xx 
=iuj6c x^zzzu^. Subftituant cette valeur de u\ dans 
l'équation z^ = û* — ;e* ( Théorème précédent ) , 
Ton a AT* == û* — AT* , ou x^ -4- x* = ^* , ou 2 »» 



= a* ; d'où l'on tire x^ ^ax- Se a : x llx : -n 






Ainfi prenant CP moyenne proportionnelle entre 
la moitié & le quart de Taxe , & faifant paffer une 
double or4onnée par le point P , cette ligne déter^ 
minera les deux points par lefquels & le centre C 
on mènera deux Diamètres conjugués égaux. De 
plus parce qu'il n'y a de chaque côté du centre G 

qu'un feul point qui donne a : x:i x : - ^ ôc que, 

chacun de ces points donne les mêmes Diamètres , 
il eft évident qu'il n'y a dans l'Ellipfe que deux 
diamètres conjugués égaux. 

Au refte fi fur le grand axe de l'Ellipfe on fait 
au centre C un angle ;72CP de 4J°, & qu'on 
tire l'ordonnée /tzP à l'axe y on aura un des 
, , ! , ^ 

* Car la furface d'un parallélogramme eft égale au pro* 
iuit de fa bafc C n par fa hauteur C Y* 
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Diamètres conjugués égaux de l'Ellipfe. En effet 
fuppofant l'angle //; C P de 45"* , le triangle 
CP/7/ fera ifoc'elle à caufe de Tangle mCP =45''; 
4onc c7*' = cm' = a" =^ c p* -+- P m' = x^-^x^ 
( à caufe de P/;2 = C P == x) ; donc a* == 2 a;* ; 

donc A* = — ; donc a : x \\ x : - \ donc , &c. 

On trouvera l'autre Diamètre en faifant l'angle 

wCP = 45''- 

Corollaire IV. U fuit de-là que Téciuation aux 

Diamètres conjugués de l'Ellipfe J* = -^ (û*-*^), 

en faifant C/n = a j Cnzzb ^ fe réduit à y = 
û*— AT*, dans la fuppofition des deux Diamètres 
conjugués égaux \ or cette équation eft la même 
que celle du cercle j donc l'on ne peut être sûr que 
cette équation appartienne au cercle , à moins qu'on 
ne fâche fi les ordonnées font perpendiculaires aa 
Diamètre. Dans le cas contraire l'équation eft à 
l'Ellipfe par rapport à fes Diamètres conjugués 

égaux. 

54. Théorème. Dans l'Hyperbole ,( fig. 1 1. ^ le 
parallélogramme des Diamètres conjugués ejl égal 
au rectangle des axes. Car (44. )CK = aK=:c> 
& Çy.dy:=zx.y=c'^ (44.) =:CKxûKj ce qui 
donne CYi : Cy \\ y d : aK \ donc les triangles 
C^Kj Cyd ont les côtés qui comprennent les 
angles K & j ( égaux à caufe des parallèles aK ^ 
dy*) réciproques ; or fi par é£ & a j on conçoit 
tirées les perpeifidiculaires dt\ at fur les bafes 



* Car à caufe du parallélogramme Chax ^ Ton a Ktf 
parallèle à C * ; or iy eft aufli parallèle à l'Afymptote Qx^ 
donc , &c. 

de 
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de ces triaugle» , les triangles t^y d^ r a K auront 11191 
angle droit en r' & r > & de plus les îtngles en y 
& K égaux , ce qui les rend femblables j donc^^; 
a^Wdt-; aï ; donc CK \ Cy II de' : atj & 
CK X ar = Cy X dt[; or CK x areft égal au 
triangle C «2 Y double de aC K (à caufe du fommct 
commun <2&deCY==iCK (48 }. De même 
Qy X dtf Q^ double du triangle Cy d z=. dCi ; 
jdonc il eft égal au triai^le Qdr^ double de Qdij 
à caufe de C i = ir { car les triangles rÇ s ^ rdi 

donnent rG : ri \\ rs : r^; mais r^= — r- ; donc 

■ . a . • 

ri7=:=zCi £=. ^jK ) ) donc le redangle -QhY a des 
demi-axes , double du triangle CuY ^ eft égal au 
parallélogramme Ckdr fait Jous les demi-Dia* 
mètres conjugués CA j Cd s doxic le rectangle des 
axes eft égal au parallélogramme des Diamètres 
conjugués , ce qu'il falloit démontrer; 
• 55. Définitions. Sipar un point r d'une courbe 
quelconque on fait palier un cercle m rp dont le 
centre n foit fitué fur la lign^ rn * perpendiculaire 
à la courbe ( fig. 18.;, cfui ait en ce point la même 
tangente que la courbe & tel qu'un cercle décrit 
avec un plus grand rayon paffe au delTus , tandis 
que le cercle décrit d'un plus petit rayon paffe au- 
defïbus d'un petit arc de la même courbe pris de 
part & d'autre du point r ^ ce cercle s'appelle cercle 
ofculauur^ fon rayon eft dit rayon de courbure (parce 
que ce cercle a la même courbure que le petit arc 
de la courbe dont nous venons de parler ) , rayon 
du cercle ofculateur , rayon de la développée. 
5^. Lemme. Lejinus verfe pa z=. x d'un arc /v^-' 

^ On n'a pas décric le cercle entier , pour ne pas en»brouil* 
1er la fîgure* ... 

Tcmc II. D 
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nouijfant ( ou infiniment petit ) ma ^ eft égal au 
quarréde l'ordonnée divifépar le Diamètre (fig^iy.) ; 
car Pm* ==y^ sspa y.pK=^x X {im^ x) , 
en faifant le Diamètre da cercle ss z m ; donc 

jp ^ -— •: — — £—. Parce que x étant une quantité 



infiniment petite , on peut , fuppofer 1 m — x ^ ou 
A7? == ka. 

57.THÉoiLiME. Dans VEllipfe & l* Hyper boU 
(fig. 18 ic\^.) faifant le Diamètre r^= ig ^ fort 
conjugué AH = 1 A j le rayon vecteur fr =zr^ le 
rayon de courbure rn au point r z=i m ^ la perpen^- 
diculaire rq au diamètre hH z=z q j la perpendicu'^ 
laire ft abaijfée du foyer f fur la tangente — r , 
l'ordonnée /:f , Ix j lu zny *. La ligne r j {finus 
verfe de l'arc Ir) :=zy. Je dis que le rayon de courbure 

m ejl zssz -1-. Les triangles ta: :f , rCq femblables , 

parce que A H eft parallèle à li^ ( 41* ) ordonnée 

au diamètre r g ^ donnent r x {x) \ r\ i — J ^ 

Lemmc précédent ,:: rC [g) : rq (^), d'où 

Ton tire x.q == ^-^ , multipliant par m & divi- 

lant par x.q il vient m = -^-^ j or ^* : ig.x 

^ :v^ ( en comptant les abfciftès depuis l'origine 
du Diamètre , & prenant le figne — pour l'Ellipfe 
& le figne -+- pour l'Hyperbole ) : : A* : ^* , ou 
en négligeant Jf* ** , j* : ig.x *.lh^ : g*" , d'où 

- * Ces lignes ne différent entrcllcs que d'une quantité 
infiniment petite par rapport à elles 3 ain/i on peut les fiip* 
pofer égales. 

*♦ Parce que *» eft un infiniment petit du fécond ordre , 
qu'on négjigc devant xf^x infiniment petit du premier ordre. 
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^^-^'-^' — ■ " "■" - ' ■ ■ - I - 

l'on tïnî y^ = ^^ ■ ' ^ Subftituant cette valeur de^* 

dans la valeur de m 6c rédui'fant il vient m z=: ~i 

^onc-, &c* 

CoivoLLAïas ï. Puifque A*? , c*eft-à-dire le pa- 
fallélogtamme des demi^Dkmetres coûjugués eft 
^a.b dansTElli^fe & l'Hyperbole ^ ainfi que nous 

rarons vu ci-deffus ,. Ton a ^ =s -^ ^ A* ib= --■-^« 

i t 

h h 

Subftituant cette valeur dans /»= '^ , Ton aum 



¥n 
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Corollaire ÎL Les triangles r/r > r<?^ fetii- 
t^lables ^ à cauTe des angles droits ^ôc^jSc des 
angles alteriles internes en d Se r dans rEllipfe , 
tandis que dans l'Iïyperbole q ir =±= d ri ( fon 
alterne interné) = tr f (j6^) ) ^ donnent rq(q) : 
ri=±=:tf t49.) ::/r (r) : rf {r) ^ o\X q : a :: 

r : r : àoftc ù = — , & ^5±= : donc en divi- 

^ j» . * ^} ' 

fant ^* î* pat cette Valeur de q^ , l'on âuta »2 == 

— r- = -^ ' , te: ^ X -V parce que -^ eft la moiae 

^u paramètre » ainfi qu'on l'a vu ci-rdeflùs. 

CôkotLAiRB m. Puifque k.qsz^.ty l'ôha^âs 

^ j & diviiant A* A par -^ , il vient /» s= — = ^^ 

^« A * q à\b 

CoRottAïkE IV. Si dû centre C d'une Ellipfe 
ou d'une .Hyperbole ( fig^ ii & ii. ) on abaiflè fur 
la tangente rr la perpendici^laire C/z > & du point 
t ia norfnalè rE , les tfianjgles CnT, ErP rec- 
tangles l'un en P l'autre en /i^ ayant de plus I^ 

D 1 
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angles en E & T égaux ( parce qu'ils font complc- 
mens de l'angle t dans rEIlipfe , & complcmens Tun 
de l'angle C r/2j l'autre de l'angle rth dans THyper- 
bole , lefquels angles font égaux étant oppofés au 
fommet ) , font feniblables \ donc C n s= rq{ï 
caufe àts parallèles entre parallèles ) : CT ;: rP = 
C/7 : r E j donc rq x rE =.,C/? X C T ; mais Cp 
X CT= A" i puifque * Cp : C* :: Cb :CTî ^o^c 

rE = — ,5c^=— -=•— , en faifant la normale 

q ^ r E m 

rE = M ; & enfin g^ = ---, 

Corollaire V. Subftituant cette valeur de j* 
dans la torniule m = — -— , 1 on z rrizn — r- — . 

qi p* • 

C0R.0LLAIRB VI. Il fuit du Théorème & des 
CoUoraires précédents que m 3= — = — r-= — 

X — = — . = j donc pour un autre rayon de 

courbure N par rapport à un autre point, l'on 



N — — — "*— — ^ 5:1 — ^^ _ 



Mf^a 



• 



aura in — "tt" S^ "T-TT* — *"' X zrr — "~^ — /A . j 
Annr /w • N • • • • i ' . . ^ • • * _- v • zL 

concm.n.. ^ . ^ .. ^î^ - q3 - I ^ r~ ' i; 

R' ^^ H' M'^'î 'M'^'^'* * ,. .r . 
X =7 .. — r • ^^ *- — T7- • -*rr- i &eî^ divjiant les 

-valeurs correfpondantcs de /n B£ N par leur multipli- 
cateur commun entier oufraftionnaire , on verra^que 



3» • ■• . 

*■ Car J'cxprcfïîon — (4IO dounc y : h \: b i QT , ou 
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les rayons de courbure font entr'eux comme les quar- 
tes des demi-axes conjugues correfpondants , divifés 
par les perpendiculaires abaifles fur ces demi-axes , 

comme — -' — - , c*eft:- à-dire , en raifon inverfe * 

da cube de ces perpeiidiculaires , comme les cubes 
des rayons vedeurs divifés par les cubes des per- ^ 
pendiculaires abailïees du foyer , d*ôù part le rayon 
veéteut" fur la tangente , & comme les cubes des 
normales tirées du point de contaâ: jufqu à la ren* 
Contre de Taxe. ' . . — . 

. 58. Thûokîue. Dans la parabole (fig. 20.) 

on aura m = -^— ;= — ^ {^ ^fi ,1^ quart du pa-* 

rametre). En efFe^t le triangle urx.td ifocelle à 
caufe des angles :en x & z^ égaux à' leurs* alternés 
mr X s f^o; or qes derniers angles foïir égaux 
entr'eux (10.); donc le triangle ur.x eft, ifocelle 
& donne* r x 5= ru. Maintenant les triangles rft^ 
r^fit étant réâanglès en r & :f i & ayant les angles 
%tiyu &c r alternes internes font femblables & don- 

îjent rtt =rx {x): ir,^^^ /. fr (r) ; ft (r), 

d'où . Ton tire x.tz^ ^ ou en multipliant par 

m & diyifant par x^ty m t=: — ^ ; or ( par le xf* 17.) 
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^* == a: . P , & P= 4 r , bu 4 fois la, diftance de 
l'origine duDîaàietre à la directrice (i.)^ donc 172=: 

^ ' = . Mais (pat le n* 14,) /i* s= r* s=s 

/aX /Tc=5 /tf x/'r Cpar le n^ 10.) , oaf*e=5 
«•r; donc en maltiphant par a. y &: divifant 
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» . r* !• r* X a.^p xa.i^ 

par r* , Ton aura m 3= -y- «= ^ ^ ^a - = "-JT- 

CoROixAiRE L Donc les rayons <te courbure 
dans la parabole font entr'eux conMne les quarrcst 
des rayons vedeurs divifcs par les perpendiculaires 
abaiffées du foyer fur les tangentes aux points oà 
abouûflent ces rayons , & conune les cubes de 
ces mêmes rayons divifcs par les cubes des per* 
pendiculaires corrrefoondantes. 

Après avoir parle des propriétés des Sedkion» 
Coniques , par rapport à leurs axes & kurs diar- 
mètres , il nous refte à patfer de leur furface > & 
de leur defcription. Quant à la furface de la para* 
bole, nous Tavons déjà trouvée (ii.)* Nous avons 
vu auflî ( )4.) que celle de l'EHipfe dépend de la 
quadrature du cercle j mais Ton n'a pu jufqu'ici 
trouver que par approximation celle de l'Hypei>v 
bole , en fe fervant même du calcul intégral. Nous 
en ^parlerons dans la féconde Partie de cet Ouvrage. 
Paubns donc à la defcription dès Seftions Coni^ 
ques , & comme rtoviS favonsi déjà décrire la .para-* 
bole ( i8. )> nous allons donner la méthodQ d^ 
décrire TEllipfe & THyperboîe, 

59., Problème. Décrire une EUipfe (fie, i4-i» 
Attachez en /& F les extrémités d*un m fmlè 
T= ka^ fY y & faifant tourner le ftile . m en 
tenant toujours le fil rendu , on décrira une EUipfè* 
En effet la fomme des lignes menées du point mi 
chaque foyçr fera par-çoiit égale i la longueur du 
fil ou au grand axe ka\ donc (25.) la courbe 
décrite eft une EUipfe^ Si. la diftaipce dc5 foyers /F. 
devient o , c*eft-à-dire fi /tombe fur F, lacqurbe 
fera un cercle. Pour THyperbole ( fig;^3- ) > ^tta^ 
chez le bout F > d-une règle ^7? F mobile, en F a ^x»* 
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forte qa'elle puifle tourner autour de F,'& en / 
le bout d'un fil fm D , dont l'autre bout foit atta- 
ché à celui de la règle F/n. Sija différence des 
longueurs de k règle. & du fil eft égale à l'axe A a , 
il eft évident que le ftile m qui tient le fil tendu, & 
fa partie /72 D collée contre la règle , décrira par fon 
mouvetnent l'Hyperbole afn ; puifqu'on aura tou^ 
jours F/n — m/= Ka propriété (13,) de l'Hy- 
perbole. / . 

On peut auffi décrire l'EUipfe & l'Hyperbole de 
cette autre manière. Ayant pris,(fig. 14& zj.) Yd 
cgal au premier axe & du foyer F comme centre > 
avec les rayons F /2 , F /i , &e. pris à difcrétibn , 
déci;it des arcs m /i « ^ & du point / avec sm rayon 
fm égal à la ligne correfpondante dn j^ décrivant 
des arcs qui coupent les premiers eu mjtnj les 
points m , m feront dans la courbe. Car F/» =s 
T d^ da 9 * par conftruâion , onF/w -+- dnzsi 
^ m-^fm z;z tdi or Yd eft égal au premier axé j 
donc ,, &c, 

R £ M A R Q u E.. Dans rEllîpfe le rayon F « ne 

feut ^tre plus grand que Y a^ &c dans l'Hyperbolah 
on ne peut faire F a < F ^ > autrement les arcfs 
décrits, des points F ,./ ne fè rencontreroient pas j 
mais dai;is la fappoficion de F /z sss Y a > ces arcs 
fe toucheront tn a. 

60, PRQBitEMfi cfâNERALa I>ecrirc les Sections 
Coniques ^ Parabole^ Hyperbole & EUipfc par une 
même méthode (fig„ z^, 0^7 6* 18.). Sur une ligne 
indéfinie a s: élevez la perpendkulaîre. sb j par le 
point a Se. h point b tire/ la ligne, abd , faites 

• ■ 1 I I il I— ■• 

. ^ Le %ae fupérieuc eft pont THlip^ » & rinférieur peiu 

D4 
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sf =5 si j &c ayant mené tant de droites pdy pd 
ue l*on voudra perpendiculairement à l'axe sp :, 
u point /j comme centre , avet un rayon égal à 
p i y décrivez un petit -arc qui coupe cette pd en m y 
le point m fera à une fedtion conique. En effet il par 
le point a on mené a g' perpendiculaire à as(quei 
nous appellerons laDirtàricc)^ à caufe du triangle 
asb ifocelle dans la figure iC , l'on aura chaque pd 
égale à fa correfpondante //n zzpa zz mg ; donc 
dans ceca^ la courbe eft une parabole ( i. )• Sx as 
eft plus grande que si j l'on aura l'EUipfe. Car fi 
par le point/ Ion tire la ligne fk , faifant un 
angle de 45** avec j S , & que du point h où cette 
ligne rencontre la ligne ab ^ on tire la ligne hSB 
(hg. Z7, ) y le point S appartiendra a la courbe. En 
eftet /Sc=±: SA à caufe du triangle ifocelle kSf. 
De plus il eft vifible qu'en prenant S A =i j <z , & 
S B = 5 ^ , dt tirant la ligne A B D , les pU 
çroiiTènt autant en s'éloignant de S , que les p d 
en s'éloignant de s ; de manière que deux / L) , 
pd ^ dont l'une eft autant éloignée de S , que 
l'autre l'eft de s font égales , & leur fomme eft 
une quantité conftance j or Â S -4- B S 62= /S -+^ 
sb =/S '^ fs = sS"y èonc.fm -+- F/« (enfup- 
^ofantFS=/j),=r/7 7irf-H/MD = jS*,c'eft- 
à-dire la fomme des diftances d'un point m aux 
foyers de là courbe *eft égale au premier axe jS; 
donc ( 13.) la courbe décrite eft une Ellipfe. Si 
as eft plus petite que j^ -(fig. 28.) , en tirant fk 
de maniei;p que l'angle sfk (bit de 45**, on verra 
aifémeuc que A S = /S , & que le point S appar- 

*—^^^i— — ■ Mi.ii— ^ I m iM, ■ , Il w— pM^i— p^M^ 

* Ce qui eft vifible en prenant SA=: xtf & ;c A pour 

diredlrice, * * .. . 
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tient à la courbe décrite. Faifant F S = /j , A S =3 
fljj SB z=, sb y 8c tirant la ligne indéfinie A B , 
on prouvera facilement que chaque F n étant prife 
égale i pD y tandis que chaque fn correfpondante 
eft égale à chaque pd correfpondante , on a tou- 
jours pd-^ pD = D ^ ♦= / n — F /2 ; or lorfque 
le point n tombe en S , l'on a/«— FS = FS— i 
fszzzSs; c'eft-à-dire qtte la courbe^ S» eft relie 
que la différence des diftances de chacun de fes 
points aux foyers /F eft égale à Taxe s S ; done 
cette courbe eft une Hyperbole ; or la courbe s m 
eft évidemment égale â la courbe Sn ; donc ces 
deux courbes font deux Hyperboles conjuguées , 
C*eft4-dire que la courbe décrite eft compofée de 
quatre branches qui font cenféeé ne faire qu'une 
feule & même courbe.' 

' Remarque L A caufe de l'angle- A/S a= 45* = 
hap j l'on a A/ parallèle ï ab (fig. 1^,) j donc 
ces deux lignes ne fe rencontreront jamais ; ainfî 
le point A & le point S correfpondants difparoifTent ; 
donc le point S n'exifte point \ c'eft-à-dire que Taxe 
de la parabole n'eft point fini j donc cet aie eft infini. 
Remarque IL Si sa étoit infiniment plu? 
grande que s b ;:=. sfj les /m feroîent cenfée^ 
égales par rapport a 'x a , ainu tous les rayons vec- 
teurs feroient égaux , & la courbe feroit un cercle. 
En effet c'eft le rapport de s b i s a ^ 6u (à caufe 
*des triangles femblàbles a s b \ apd)dQpdi 
pa on m^ qui détermine la nature delà courbe, 
de manière que les fm font dans- le rapport des 
mg ; ot les m g font cenféés égales dans le cas 
àe s a e=3 00 5 donc alors les pd on fm font 
égales , ce qui arrive dans le cetcle où les xJyons 
font égaux* 
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CoROLtAiRE I. Donc une courbe dans laquelle 
les diftances de chacun de fes points m au foyer f 
& à la direârice a g font en catfon conftance ^ elt 
ui^ SeAion Conique \ &c cette Seâton conique eft 
Parabole , EllipTe , Hyperbole ou Cercle félon oue 
m ^ eft par rapport i mf ^ égale ^ plus grande > 
plus petite ou infinie. 

Corollaire IL Etant donnée la direârice , un 
point PI avec le foyer/ (fig. i8.) , il fera aifé de 
\ décrire la courbe ^ car tirant les perpendiculaires 

^S % m g & les rayons veâeurs jm , fm , & di- 
vilant af en deux parties telles qu'on ait mgz 
fm Usa : sfz=, s b y c'eft'à*dire divifant fa en 
parties * proportionnelles aux lignes m g y, fm , Se 
prenant s / pour le quatrième terme de la pro^ 
portion , on aura le fommet s d/^ la courbe. Si l'on 
mené st perpendiculaire fur as y & égale s /8c 
qu'on tire l'indéfinie ab y on pourra enfuite dé- 
crire la courbe comme nous venons de le dire dans 
le Problême précédent ; de manière que route la 
difficulté coniifte à -trouver le point j. Soit le rap-> 
port |ie fm à fa correfpondante m g égal à celui do 
a : b y\^ lignç connue «/= c ^ la partie j/= x ; 
donc sa zz c -^ X.. Mais parce que fm : mg II 
^ :i i: fs =2 sb^ : sa y l'on a la propoïtion a : 
b II X : € '^^ X ^ ea { componendo ) a -+• b : ail 
X -+- € -^ X =: c : x^ Prenant donc une quatrième 

fropprtionnelle aux lignes connues ^ -+- ^ , a y c 
on aura a: = / j ^ & par conféquent a s & le 
point s cherché. 

61. Problème^ Eeant donne U foytr f & troU 
points m j m' j m" d'une Seciion Conique y décrire 
la çourie (fig. 29..). Ayant tiré les cordes mm'\, 
m' m" i chercnons deux points dç la direiîtâcQ agx^ 
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Pour cela foit mgss= x, mm' zz d j faifons//».* 
fm' lia : b :: mg : m'f:: x : d ^ x ; donc 
( dividende ) b — a: ai: d -+- x -^-^ x s=s d : x. 
Prenant donc m g quatrième proportionnelle aux 
lignes i '— a , a ^ d on aura un des points de la 
directrice. Maintenant fuppofant m'x zzy Scm^ m" 
= g , en faifant fm' : fm" ::b : c ::y : m" x=i 
y ^ g ^ l'on aura {fubtrahcndo ) c-^b : b liy -+-. 
g — j^ *=^ • y* Prçiunt donc fur m" m' prolongée 
m' x quatrième proportionueUe àc — Aj b 8c g^ 
Ton aura un autre point x de la direârice. Tirant 
par les points g 8c x l'indéfinie ax y Ton aura la 
directrice. Du foyer / on abaiflèra la perpendicu- 
laire. /<z fur la directrice. Cela pofé on conngîtra 
le foyer , la directrice & un point m de la courbe > 
puifqu'on en a trois par U fuppofition ; donc par le 
Corollaire II du Problême.précédent il fera aifé de 
décrire la courbe , qui fer^ une SeCtion Conique, 
En effet ayant mené les lignes /72^ , m' p' ^ m' p^' 
perpendiculaires fur ag y.à caufe des triangles rec- 
tangles femblables gmp ^ gm' p' j Ton a gm : gm\ 
ou Jm ; fni \\pm : p mf.'On prouvera de même 
par les triangles x m'p^, x m" p" que fm' : fm" : ? 
j/ ni : p" ni y c'eft-à-dire que les diftahces ^ de cha- 
cun à&^ poijcics de la courbe au foyer & à la direc* 
trice eft toujours dans un rapport confiant^ donc 
( Corollaire 1 du Problème précédent } la courbe 
eft une feCtion Conique *. 

6%. Nous allons faire^ voir maintenant que les 
courbes que nous avons appellées Parabole , Ellipfe 
& Hypeibole nàiffent de la feCtion d'un cône Bac 
par un plan i E m. ( fig. 30 , 3 1 & 31.), Pour le dé-. 
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If' Ce Probiémiptft utile dans l^AArpnoi^ic pour détccmincf 
Jçs orbites des Coxnctcs. 
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montrer fuppofons un autre plan )Lilm parallèle 
tu cercle Bc de la bafeitclu cône » rencontrant la 
première fection en ihm» Concevons un troiiieinc 
plan "Rac qui coupe les deux premiers en K / , ôc 
AE. Maintenant prolongeant EA jufqua la ren- 
contre t/ de ah prolongée ' s'il le faut , & ayant 
mené E/& dg parallèles à K/^ & dans le plan 
du triangle B ^ c , faifohs E/= c , dpz=.by Ed 
vssiia i Ehs;^ X 6c hi ssry , à caufe des triangles 
femblables E A / , Ed g ^ Von a Ed' {la) : d g 

h X 

(b) : : Eh ( x) : hl =^, — • De mcme à caufe des 

triangles femblables rfE/, dhK. on a dE{ia)t 
fE{c)::dk (la^x) (fig-jo. ) , ou (w-+-x} 



(fi(y. zi.) : Ayt »= • Enfin la fedion 

° ' '- ta 

IL il m parallèle à la bafe du cône , étant évidem- 
ment an cercle , on aura ( propriété du cercle ) A K 

Xhlz=ihi' * = y* {ii,)\ donc — X — ^ 

h c X b c x^ . ' , 

î= — : — h. — — a= 7*i mais fi Ed eft, parallèle 
à/R ( fig. 31. ) on aura AK =:: /E = c , & alors 

, h c X ' 

hkxhlss=^ih^ dévient r= p at = y* • en fai*- 

f bc 

fant — = /? j équation à la parabole ( j* ). Dan» 

bc ■ ' 

cette même fuppofition de — rss p ^ l'équatioa 

bcx—-bcx^ il.* ' P x'*' * 

TJ'"^^ 7^ =.y > devient^ z:zpx ^~^- 



^ ih commune fcéHon des pians Kml\a mE-pcrpendicu- 
laires aa pian B^i:^ cft perpeiuiicalaire auiflan Eac, auf&- 
bien qu'à K/. . ' 
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Cette équarîon eft à l'Ellipfe fi.Pon prend le figne 
-*— , & à THyperbole en prenant le fi^ne -+■ > 
donc , &c. * 

Remarqué I. En fuppofant p = ** & fubt 

tituant cette valeur dans l'équation y^ =c p x ip 



, il viendra j'* = ~X ^ zax-\-^xx) ^ cqua- 



X a 



tien à l'ElUpfe en prenant le figfte — , & à l'Hy- 
perbole en prenant le figne H-- On voit donc pour- 
quoi les courbes , dont nous venons de parler, font 
appellées Sedions Coniques \ mais parce que fi le 
plan coupant pafle par le fommet a du cône , là 
feâion eft évidemment un triangle & un cercle 
lorfque le plan coupant eft parallèle à la bafe du 
c6ne : il s'enfuit qu'il n'y a en tout que cinq 
Sections Conique^ , defquelles nous avons déjà 
parlé fous le nom de Triangle , Cercle , EUipfe , 
Hyperbole &. Parabole. 

Remarque 11, La ligne Erf devient évidem- 
ment d'autant plus grande qu'elle approche plus 
d'ccre parallèle au côté B'û du cône , & elle eft 
cenfée infiniment grande lorfqu'elle eft enfin de- 
venue parallèle à B ^ j & le point d eft 'alors cenfé 
à une diftance infinie de l'origne 'E de là Courbe 

( fig, }z. )• O^ P^uf ^^^^ confidérer la Parabole 

> ■ ■ I 

^ Sous le nom d*£llipre nous comprenons le eepcle ^ qui 
n*cfl qu'une Ellipfc , dont les foyers fe réuniiTent |^, centre. 

Et fi dans l'équation y* = px — ^ — , on fuppofc /7cr: 

1 a , l'on aura y* = 1 41 5r — ** équation au cercle , nous 
fuppofons les ordohnées perpeDdicutairès aux abfci/I^s. 

** ^ pcmici avoir une valeur différence de celle qu'il a dans 
he 

I7 = ^V 
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comme une Ellipfe» dont Taxe eft infiniment grand» 
En effet fi dans l'équation^* = ^x -+- - — , qui eft 
réquation généralilfîme par rappon au paramètre , on 
fait 1 û == 00 , la quantité devient infiniment pe- 
tite , & l'on a dans ce cas l'équation y^ sz: px^ 
Si l'on fait p = i a y ce qui arrivé dans le 
Cercle , dans rE^llipfe par rapport aux Diamètres 
conjugués égaux , & dans l'Hyperbole équilatere ^ 
Ton aura y^ wssiax ^ x* y équation au Cercle ^ 
ou aux Diamètres conjugués égaux de TEUipfe , en 
prenant le figne — ^ , & à l'Hyperbole équilatere 
en prenant le figne -+-. Si l'on coitipte les abfciiïes 
du centre , cette équation devient^* 2= + a^ 4! x*. 
Si l'on fait la: li II ib : p ^ Pon aura t a :pl} 

4a* : 4*^ :: û^ : A* & — = ^ i & enfin p =2 
— . Subftituant cette valeur dans Téquation génc- 
raliflîme au paramètre, on trouve y^ «= s 

^-. — x^ y ou y = -^ X (1 tf ^ H- Jf*^ & enfup- 

pofant bzuay Ton a y^ = la x ^^ ** , équation 
au Cercle & à l'Hyperbole équilatere ; & en fup* 
pofant les ordonnées obliques , cette équation ap-^ 

fiartienr aux Diamètres conjugués égaux de l'El- 
ipfe en prenant le figne — . On voit par-là que 

réquation;y*=: /?x ^-^ — peut repréfenter les 

équations de toutes les Seâions Coniques , en y 
comprenant même le cercle. Il jeft évident encore 
que le quarré d'une ordonnée eft , par rapport au 
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produit de rabfcifTe & du paramètre , égal dans 
la Parabole , moindre dans TEllipfe & plus grand 
dans l'Hyperbole. C'eft de- là que ces courbes ont 
tiré leurs noms ** 

Remarque III. Nous avons vu que lorfque la 
feftion Ed coupe les deux côtés du cône Bac 
(fig. 30. ) dans le cône même, la feâion Eidm eft 
une EUîpfe j mais fi l'angle Eda ett == Bcas=z 
Kl a ( dans ce cas la leâ:ion eft appellée fui-' 
contraire ), les triangles E A/ > dKh ayant les an- 
gles en l &c d égaux , & les angles eh h auilî 
cgaux { parce qu'ils font oppofés au fommet ) fe- 
ront femblables j donc Eh : l h : : K À ; dk ; donc 
Eh X dh^=:klX^Lh:=^Ti' ( par la propriété 
du cercle ) \ donc E A x <f A = Â 1*. C eft-a-dire 
que le quarré de l'ordonnée eft égal au produit des 
abfcifles </A , AE. Ce qui caraâiérife le cercle, lorf- 
que les ordonnées font perpendiculaires aux abf- 
ciSts y comme cela arrive ici. 

^3 . T H s o R E M £• Si Von coupe un cylindre amnh 
pdr un plan k l oblique au côté ma ^ la feâiion fera une 
Ellipfe (fig, H") **• Suppofoas le cylindre coupé par un 
plan krh qui ne foie m parallèle à la bafe ab y ni au 
•coté ma { car dans ce dernier cas il e(l viflble que les 
fcâions ne peuvent être que des lignes droites ). Que la 
commune fedion de ce plan avec le plan de la bafe a h 
foir dé/ignée par la ligne /P qui coupe à angles droits le 
Diahictre ab prolongé s'il le faut. Suppofons de plus le 
plan qrp parallèle aux bafes du cylindre', & encore que 
m abn Toit perpendiculaire aux plans krh^ qrp.Lz ligne r ^ 
commune interfeâion des deu2 plans krh^ qrp fera per- 
pendiculaire au plan mnab (Géo. Si. )> & par confc- 



* Parabole ngniHe égalité , Ellipfe défaut , Hyperbole excès* 
** Sous le nom d'Eliipre nous comprenons le cercle , ^ui n'éft 
«|u'une ElUpfe , donc les axes font éjg:aux« 
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^uent à la ligne qp mcc^e dans ce plan par le point ^« 
Ayant .divifé hk en deux également en^, fohgh zz: a , 
g[ = X y {; r =y , Ton aura h ^ z= a -f- x , k^ == a 



-*» X» Faifons de plus qp= y-h. Les triangles k :i^q , 
PI h femblables ( à cau(e qu'ils ont les angles en ^ op- 
pofés au fommet , Bc les angles en k de h alternes in- 
ternes } donnent k^ : q ^ :: h^ i [p ( componendo ) , 
k [ -[- kl : qi -f- {^pi: A: {[ : } { , ou ta : xb : i a — 
X : q {. De même onaÂ{s {^p >• ^ { • q { » ou ( com- 
ponendo) xai xb :: a-^x : ^p. Mulcipliant ces deux 
proportions Ton a 4^* : 4^* , ou «' ; b^ : : a^ — x"^ : 
q^X />{;== C'' î)* =^* (p**^ '* propriété du demi-cercfe 

qrp ) j doncj^* = — X (a* — ** ) , équation à uiic 

Ellipfe , dont le demi-grand axe = tf , & le demi-petic 
axe = b. Si k h devient =z q p ^ c'eft à-dire fi la fcdion 
devient parallèle à la bafe a % , alors b=a 8c Téqua- 
tion devient y^ = a* — x* équation au cercle. 

64.. DÉFINITION. Si une Sedion Conique gda ( fig. 34. ) 
tourne fur Ton axe , elle ^engendrera un conoïde agnm ^ 
qui prendra le nom de conoïde parabolique , elliptique 
ou hyperbolique , félon que la fedlion fera une Parabole , 
une Ëllipfc ou une Hyperbole, 

tf 5. Théorème. Si ton coupe un conoïde ngmfupjtofipa» 
raholique par un plan r q parallèle àfon axe y la Jeàion fera 
une Parabole, Soit fait gh = c y le rayon ah da cercle 
décrit par le point a * z=r ^ Ôc celui du cercle décrit par 
le point ^=: R. Soit l h := h , la variable rpy = 
ç**, ^A = p/ = rB = x, les ordonnées au cercle , 
dont ^ / eft le rayon , égales à y, par la nature de la 
parabole Ion aj4.) gh ( c) : Tfa' C"* ) •• g^ (c — >5); 
d l^ :: gB : rti^ h & parce que la différence des antécé- 
dents e(l à celle des conféquents , comme un antécédent 
eft à fon conféquent , on aura c : r* :: g l — ^B=r^ 
= { ' ("51* — ^B^) = R* — X* = y* ( par la pro- 



* Il faut concevoir le plsn de la figure grdd perpendiculaire au 
'plan de la planche. 

'^^ On peuc prendre rpy plus ou moi^s grande ; donc \ n'eA pas 
confiante* 

priété 



\ 
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priéiéiifai -cercle * ) , d'où i*oii> me- r*:j; ;= i? X' j^* , oa 

— X jj=y^ y ou y^ =;= /? ^ !♦ i» faifant <^ - r } i r : p ; 

or ceccé équation eft à une parabole 'dont te i^arafnttre =?=^ » 
rabrc}4« { &*'l*oi donnée y /donc ht feâion r^ faite paral^ 
klem^nt^à Faxtf éft une parai>ole. • ^ ' 

é6. T ^ É:0 R £ M E. 5i /il courbe génératrice, gda, èfi un 
^uart dÈltipft , je dis tjut la feUion T q faite parallèlement 
a Caxe jerà portion d^ufu EUipfe ^ ,d6nt les ^xesftrùnt eu 
mime raijon qtu ceux de la:cvurbt^énérairice* Pac la na« 
turc de. l'Ellipre .l'on a teà^f o\$ c^ < c*fiï le^auacré da 
demi ji:and axe ) : '^tf h )^ Vj» ) 5 5 (gb)* ~ ( A/;?^s=iTw 
X r <- À ( c*eft le produit èes- abfci^ , ce qu'on vorcotc 
âifémenc en prolongeant ^k jufqu'à l'autre fominet dç 
rEllîpfe ; cur Tautfe moitié du grand axe eft rr c ) : 
{dir (RM-- lgàr^(Bh)\=(c-—^^) :(Br)\ 
an x^yk en divifant , tf** rr*': :• ^* — h^ : R*' -i- «• 

6=y?^ donc ^'^ = — XXt*'^k*'y»^^<p^^^on à une Eli 

lipfe dont le deini-axç rf C^roit s== ^ » r^bfci/I^ s:^ à\ 8c 
dont If ^cm^-grand axe eft aa demi-pptit axe comme c^ ; rK 
laifant donc ç* ; r* î; {* =;: (/"f / : ^* , o^iurt^? =1 

•^r-> & é'tss r^- c'eft-à'-dire Qui'ori trouvera le demi- 

petit axctle cette EUipfe ,«».' postant unjs quatrième pro^ 
portionneUe aux lignes g k'y'Â4t:;^r'q, Cette pîopoiîtioa 
eft utile poujr calculer le volume d'eau que doit déplacer 
un trai/Teaii^, k>r fqU on ; augmente fa . charge. 

^7, Th i oïl je m e. ùf fcSlion rq fera une MyperhoU^ 
fi leConoîde 'efi hyjperboliqiie^ Cslv (oit g fie dcmi^premici: 
âxe de/rHypefb6fe génératrice === ^, le fccopd demî-âxe 
fb 3=5 >. 'S6it r/?^i3= ç , qui dcvîenr rq lorfquc «// fc con- 
fond avec 4^, fh.^si:c,:fJ^^:=id, ^Par la propriété de 
THypetbole, a^ :b^ :: c^ r^ ti^ ; r* :: e* — %c^ -+t 
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(dl-^ /^=s.j>* , en concevant âflé ordonnée jr au biaxneiffe à/» qui 
icncontïc^ce. Diamètre en ^» . . -. - 
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ç* -- 4* ; X* , & ca divilant , «»* ; ** ; 5 tC{ -*- i^ r — 

ja /r* — *a (y*) > or i<^ "— 1^ = Xi/A — t/^=3: 
i//; ddnc icç — ■ lAt 2= i// X t» « icç— lA^ 
- î* = ( x// - c ) X 1 = ( ifl - B/ ) X j = 
f x/B,+ B/) X il ;=. O/B -f-{) X t (à caufc de 
B/=r^ = {;; = li^ -h C) ^ J= a-^î-hî^i dom: 

il*: **:ili{ + î{ :>»,&/= -5- X(i^|+{*).équa- 

cion à iine Hyperbole., donc l'abfcifle comptée i depuis le 
fooimec cil == { y le premier. aie s=: i i^« & le rappon da 
quar ni du .demi- premier axe à celui du demi'.fecond axe (que 
}'appellerar;:«;=^)^alaa rapport duqaarr^dudcmi-premicr 
«x« , au <)iiaf ré da demi-fecofid axe de l'Hyperbole généra*> 

trice. Donc on aura a* : h* :: d^ : «:*= — r- j donc g =cs 

« — 5 donc on aura tf ; h y: d: — ^ C*«(l*à-dire qu*oa 

trouvera le fécond demi-axeg'cn prenant une quatrieroo 
proporcionnelie aux ligues a ^ b ^ d. 
'. R fc M A X Q u E. Nous verrons dans la fuite que toutes 
les f arabotes font des c6urbes fcmblables , que les EUipfes 
dont les axes font proporcionnets font aum des courbes 
femblables , & qu'il en ell 4c mêu>c des Hyperboles ^ donc 
cil coupant un Conoïde parabolique , elliptique , ou hy- 
perbolique r» engendré par la oévoliition de fa courbe au« 
lour de fop premier -'axe, il en rifuitera une coacbe fem* 
klabie. à la courbe génétacrice* 

^8. Problème. Cubêr an Conoïde pdraholique 
^^g ( fig* 5 5- ) -> formé par la révolution de la 
paraèole autour de fort axe. $i Ton fait a^entioa 
quje dans la révolution de la courbe aiucour à^ab^ 
Ithaque ordonnée p n décrit un cercle ^ on verra 
ftifément que les éléments du paraboloïde font de« 
cercler, qui depuis lé fomtnét a vont iéri crôiflknt 
çpmme les xjuarrés- des ordormées v-c'eft«i-dire 
comme les abfciflèsfl/J, ap^ &c. £n fuppofant 
ces. ^biciiïes en progreffion arithmétique -^ o. i. 
i. ^. &c. (Ton fuppofe la première infiniment 
petite , ou «=5 o , ou c=s ^ par rapport à la der- 
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niere ) , les qaarrés des ordonnées feront comme 
les termes de cette progreffion , & le folide cherché 

fera = ^ — • Car par la propriété de la progref- 

fipn , en fiippofant «= A le dernier cercle , ou le 
cercle de la bafe , & = A la hauteur du conoïde 
( h repréfente le nombre des termes de la progref- 
fion -|- G. I. 1. 3. 4. 5. . •• A ) ) la|Jbmme des 
termes , ou le folide cherché fera |o •+- AS) .b 

£= j puifque la fomme d'une progreffion arith- 

métique eft égale au produit des extrêmes par la moi- 
tié du nombre des termes. Mais ^. A repréfente un 
cylindre de même bafe A & de mcnae hauteur b que 
le conoïde ; donc un conoïde parabolique formé 
par la révolution de la parabole autour de fon axe , 
eft la moitié d'un cylindre de même bafe & de 
même hauteur^ 

^9, Problème. Trouver la folidité de VElllp- 
foïit y ou cuber VEllïpfoïdt ( fig. 6, )• Si l'on* 
conçoit qu'un cercle décrit fur le grand axe d'une 
Ellipfe tourne autour de cet axe a A , auffi-bien 
que l'Ellipfe , les ordohnées du cercle décriront des 
cercles >qui feront aux cercles décrits par \t% or- 
données correfpondantes 4^ TEllipfe , comme les 
quarrés des ordonnées dû. cercle aux quarrés des 
ordon-nées de l'Ellipfe ( car les cercles font comme 
les quarrés de leurs rayons) , c'eft-à-dire comme le 
quarré du demi-grand axe au quarré du demi-petit 
axe ( voyez le n® 34. ). D'ailleurs le nombre des cer- 
cles ( qu'il faut concevoir d'upe épaiflèur infinimfrit 
f^etite) qui forment lafphere engendrée par la révo- 
iition du cercle , eft égal au nombre des cercles oij 
éléments de rEUipfoïde j donc la fphere décrite 

E 1 
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par le cercle donc le diamecre eft égal au grand 
axe de rElUpfe , eft à rEîlipfoïdé comme le cjuarré 
du demi-grand axe au quarré du demi-petit axe. 
Mais Cl Ion conçoit deux cylindres de même hau** 
teur , dont l'un ait pour rayon de fa bafe le demi- 
grand axe , l'autre le demi-petit axe , ces dea« 
cylindres feront )sntre eux comme leurs bafes , ou 
comme les carrés des rayons de leurs bafes , c'eft* 
à-iiire comme le quarré du demi-grand axe de l'El- 
lipfe au quarré du demi-petit axe > donc la fphere 
eft à TEllipfoïde , comm.e le cylindre circonfcnt à la 
fphere , au cylindre circonfcrit à rEllipfoïde , oa 
( aiterhando ) la fphere eft au cylindre qui lui eft 
circonfcrit , comme rEllipfoïde eft au cylindre qui 
lui eft auffi circonfcrit \ or la fphere eft les j du 
premier cylindre ; donc rEUiploide eft les | du 
fécond ; donc l'EUip/bide vaut les , d'un cylindre » 
dont la hauteur eft égale au grand axe , & dont le 
rayon de la bafe eft égal au petit demi -axe de 
l'Ellipfe génératrice. On démontrera par un raifon- 
nement lemblable que l'Ellipfoïde , engendré par 
la révolution de rEllipfe autour du petit axe , eft 
les I d'un cylindre dont la hauteur eft égale au 
petit axe, & dont le diamètre de la. bafe eft égal 
au grand axe. 

De quelques propriétés de F Hyperbole , & d^une belle 
propriété de la Parabole , de l'Ellipfe & de l'Hy- 
perbole j dont nous n'avons point encore parlée 

70. PÉpiNiTioN. Si l'on prolonge les ordonnées 
dm à l'afymptote d'une Hyperbole parallèles à l'autre 
alymptote (fig. 5<'.) jufqu'àce quej^A=rjf<^,& qu'on 
faflè la même chofe fur les autres trois branches des 
deux Hyperboles oppofées, fi par tous ces points 
ou fait paflèr des courbes k bp ^ B k\ on aura 
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.deux Hyperboles qui feront conjuguées aux deux 
premières ad y A D & réciproquement , & dont les 
axes feront les mêmes , avec cette différence que le 
fécond axe des premières fera le premier , & le pre- 
mier des premières Hyperboles fera le fécond axe des 
Hyperboles conjuguées. Pour prouver qu^ ces cour- 
bes font des Hyperboles , on remarquera que df = 
A^ j & parce que C^ X dy = CK* = c^ (44-; > o» 
aura de même Cy Xy h = xy = c\ 

'Corollaire. Donc^ = — , pour lyne & Tau- 

X 

tre branche adôc bkj c'eft-àrdire que les ordonnées 
aux branches correfpondantes des Hyperboles conju- 
guées font en railon inverle de leurs abfcifles. Fai- 

fant X zzoo y on aura j' = — = o j c'eft-à dire que 

Tafymptote C t eft cenfée tangent^es branches a dj 
bhi une diftance infinie , & C^ eft une afymptote 
commune aux deux branches. En un mot les afymp- 
totes des premières Hyperbole^ fontauflî afymptotes 
des conjuguées. 

Puifque le parallélogramme baxQ donnée ^ pa- 
rallèle à Tafymptote C a: , & par conféquent à l'orr 
donnée dp=:\^h^ Se que aK=:bK (44.)» le point 
i appartient à l'Hyperbole A A & en eft le fommet. 
De plus à caufe qu'on trouve les afymptotes d'une 
Hyperbole en tirant des hgnes par le centre C & les 
extrémités f^ d'une perpendiculaire au premier axe, 
égale au fécond axe & divifée en deux également par 
le fommet de l'Hyperbole , il eft évident que i^ 
eft le fécond demi^axe , & Câ le premier demi- axe 
de l'Hyperbole A A ^. 

7 1 . Théorème. Si par i^extremue h de l'ordon- 
H€C^h à l'afymptou de l'Hyperbole conjuguée hbp^ 
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on tire la ligne hCh' par le centre C jufquà la ren^ 
contre de Vautre Hyperbole conjuguée ; je dis que h h' 
fera le Diamètre conjugué du Diamètre i/D , qui 
pajje par le point d correfpondant au point h. Car 
pour avoir le Diamètre conjugué à i/D » il faut tirer 
par ie centre C , parallèlement à la tangente au point 
dj la ligne hh\ terminée en A & A' par les lignes ^A^ 
d h' parallèles aux afymptotes j or cette conftruAîon 
donne C A = dr^ &c CA = ds:=:drj à caufe des Pa- 
rallélogrammes ÇkdrjC h'ds ; mais en faifant jr k 
=fd , on a A ûf = Cr ; ( car à caufe des triangles 
femblables srCj sdf , Cr = i<//= dh) j donc 
CrA</ eft un parallélogramme , &ACeft = ^/'> 
propriété du Diamètre conjugué. 

Corollaire. Il fuit de-là que les Hyperboles con- 
juguées partent oar les extrémités de tous les Dia- 
mètres conjugul^des premières Hyperboles & réci- 
proquement. 

Remarque.. L'équation des premières Hyper- 

boîes rapportées à Taxe tf A eft j* = — X (x*— û*); 

mais Taxe a A étant le fécond axe des Hyperboles 
conjuguées , leur équation , par rapport à cet axe » . 

fera Y* = — x (a*-^ x' x') en Taifam rabfciflè 

prife fur cet axe =:: a:' & (on ordonnée Y , équation 
qui diffère totalement de la première ; donc les 
Hyperboles conjuguées ne font pas^ une feule &: 
jiiême courbe avec les premières. 

72, Corollaire. Il fuit de cette Remarque que 
fi Ton prend deux ordonnées au premier axe dans 
l'Hyperbole a d ^ nous les appellerons ^ , Y , & 
deux ordonnées au même axe a A dans THyper- 
bûle If h , nous les appellerons /? > Pi on auTA 
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îî C «* H- «' ) , P* = T (û'+ «'«')• En faisant pew, 
abréger^ — = rf, ;c*— tf*r= j ,y .v* — tf tf =S, tf <t 



les abfciflès dç rHyperboIe iA) , Ton aura y^ : 

•i/5 :: Y^ z cis ::/ ; ^j :: ^^ . d^ { car les 

termes de chacune de ces raifons font égaux entre 
eux). Divifant les conféquenrs de ces proportions 
par d^ il vient y* : j : : Y^ : S ::/?*: ^ : ; P* : Q;' 
donc j^* : s \ :/?* : ^ , ou (en remettant îe^ yaleursde 
J & de y , & alurnando) y"" ip^llx^ -^a^ i a^^ + «<*• 
C'eft-à-dire que les quarrés des deux ordonnées, dont 
l'une appartient à une des premières Hyperboles , 
& l'autre à l'Hyperbole conjuguée corxefpondante, 
font entr'eux comme le produit des abrcilïès du 
premier Diamètre à la fomme du qitarré de ce 
premie&Diametre , & du quatre de l'ab^ciffe com^ 
prife entre le centre & la rencontre de l'ordonnéQ 
abaifTce d'un point quelconque de l'Hyperbole con- 
juguée fur ce même Diamètre. 

7}. Théorème. Si des exiirémités d 8c h' do 
<leux Diamètres conjugués on mené les ligneis A'N, 
d P ordonnées au premier axe a A des premières 
Hyperboles , le quarré de CN («) compris entre le 
centre C & la rencontre dé l'ordonnée n N eft égal 
au produit a:*— a* des abfcifles de Taurre ordonnée 
dP. Car par le CotoUaire précèdent"??* :Â^* * : : 

* Il faut fe rappelbr que le point A^ appartient à use 
Jcs Hyperboles conjuguées , étant Textrémité d'un Diametro 
conjugué 2 par rapport à l'une des piemicres Hyperbole^ 

£4 . 
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X* — û* : û* •+- «* i or à caufe des triangles fèm- 

blablcsT i/P, C A'N * , Ton zJT : Â^* : : TP* r 

■ ■ 'X 

CN*; donc x*— tf» : a* + «*: : TP* : Cn* : :- i 



** ; ainfi i£* X (V — tf* ) «» ( a» -H «* )• 

— 2 — ; Divxlantparx*— tf*&mul- 



«* 



ripUaht par x*, Pon a z<* 4P* = (û*-4-2:^*) • ( jc* — a*) 
= û* x* — a^ -h a* a:* -^ tf* «*. Effaçant «* x» de 
part & d'autre & tranfpofant Ton a û* «* = x^ û*— 
tf'*, & en divifant par a* on a enfin'x^* = x* — a*. * 
Corollaire: Donc x* =^2* -f- tt\ 
74. Théorème, Dans fEllip/c (Eg, 16.) la 
Jbmme des quarrés de deux demi- Diamètres conju^ 
gués quelconques Cm^Cn ejl confiante & égale à la 
fomme des quarrés des deml^axes. Car par la pro- 
priété de l'ElIipfe ^ a^ ib^^A^ X a^ : ^* ^ or 
( par le n^'j }.) Aç Xîû = CP* = x*: doncû* it*:i 

** : t «* =5 — r-* Mais les triangles CP/tj > C/zç 



reûangles en P & ç donnent Cm^ = e P* -+- P /»* 
= -^ -H * 7-I parce que ]?m ao i* —^ 

^^ (parce que c ç* ( 53,) = a*-x*)i donccl^» 



^1»* = a*-~x* 



Cl* 5= ^* -4- tï\ 



•^ . Il ■ m 



* Parce que les angles P & N font droits , U les angles 
^n T & e alternes externes. 

** Car (15.) réijuation /. s= — X (tf4—x)* donne 
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. 7 î. Théorème. Dans FHyperhole ( fig. ;7. ) la dif* 
férence des quarrés des deux demi- Diamètres conjugués quel-' 
conques C <J , Chf^efi confiante & égale à la différence des 
quarrés des demi-axes. En effet Féquation des Hyperboles 

conjuguiées , rapporiées à Taxe tfA,eftY*=-jX 

h* 

(tf* -}-«*) = -^ ** (parcequc(7j.)«* H~ «'==^*)> 

a 

donc (A'N)*ï= Y« = -4-, Màis(Crf)* = (CP)* 



(Pi)» 



A» 



— A* ♦,»(A'C)*==(CN)* 



A» 



a 
X* — a*) donc (C^)* — (C h'f=a* — ^*, & (C A'/ — 
(Ci)* = ^» — a^ 

CoROLi^AiRE. Dans l'Hyperbole équilacere , 4i étant 
égal à if, ion aura (Cd *— ( C //)* = >— ^* = a. 
& Ci=s=Cy^ donc dans THyperboIe équilacere tous le» 
Diamètres conjugués font égaux deux à deux. 

Remarque. En fuppofant Ci = tf,CA'=^, Téqua- 
tioh à l'Hyperbole équilacere , par rapport aux ares con- 
jugués , fera évidemment y* = -j- . ( «* — tf* ) = j:* — i 

a* y donc pour favoir (î cette équation'appartient aux axes 
ou aux Diamètres conjugués , il faut favoir /î Tangle des 
coordonnées ( VabCciffe swec lordonnée corrcfpondante fonc 
dites coordonnées ) efl droit ou oblique. Dans le premier 
^as l'équation c(ï aux stzts Se aux diamètres conj[ugué5 dans 
te fécond cas. 

y6. Théorème. SiUsabfciJfes cntj cn^ € q^ &c^ 

(lîg. }7. J comptées fur une xffymptote depuis le cen-^ 

tre Cj font en progre(j[ion géométrique croijfante ^ 

les ordonnées feront en progrejjïon géométrique dé^ 



* L'équation à rftfypcrbolc y* ï= -j-« (** — tf*) donne 



Kpd,^zr=.y^^ 



b"- 
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croijfante. En effet puifque x.y = c* (44.) , pour 
une autre x' Se fon Y on aura x' Y = c* , &cc. 
Donc lorfqu'une abfciflè devient double , fon or- 
donnée devient fous-double j lorfqu*une abfciflè 
devient triple , fon ordonnée devient fous-triple, 
&c. autrement le produit x ,y d'une abfciflè quel- 
conque par fon ordonnée ;ie feroit pas égal à une 
quantité confiante c^ \ donc fi les abfcîflès croiflent 
tn progreflion géométrique , les ordonnées dé- 
croiflent en progreflion géométrique \ donc , &c. 

77. Théorème. La abfcijfcs ck j cm ^ en ^ 
cq ^ &(:. étakt fuppofées en progrtjjion géométrie 
que ^ leurs différences km^ mn^ nq ^ &c. feront 
aujji en progrejjion géométrique. C*eft une fuite de 
ce que nous avons dcmoncré dans la première Par- 
tie , que les différences des termes confécutifs d'une 
progreflion géométrique , font auflî en progreflion 
géométrique ; donc , &c 

78. Théorème. Les aires hyperboliques kamm^ 
mnmn y &c. établies fur ces différences , font 
égales entr* elles. Concevons que les différenoes km^ 
m n y &c. font partagées en un même nombre de 
parties égales pour chaque différence & infiniment 
petites par rapport aux lignes km y mn. Conce- 
vons de plus que les aires kamm , mnmn^ &c. 
font compofées de petites furfaces 00mm ^ ppnn 

3ui ont pour bafes les parties infiniment petites ^ 
ont nous venons de parler. Ces petites furfaces 
feront les éléments des aires dont il ^agit ; or ces 
cléments font- égaux en nombre par la fuppofition ^ 
mais de plus ils font égaux entr'eux. En efïct, puif- 
que les lignes km ^ mn font partagées en un même 
nombre de parties égales , chacune des parties m 
de la première eft à chacune ài<^% parties pn de 4^^ 
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ieconde comme^/TZ : /»/?; èioncomxjfn : : km :mn^ 
Se parce que l'on a par fuppoAcion ck i cm :: cm: 
€ nj on 3im2L c k -- cm (km) : cmll cn-^cm (mn)i 
c n y ou ( alternando ) im : mn II cm : en ; 
mais rabfciilè cmx mm±^yzh(ciffé cnxnn; donc 
c m : c n II nn : m m ; donc om : p n *I nn:,mm 
Se om X mmz:zp n X nn y ou oommstszppnn^ 
donc les éléments de l'aire kamm font égaux en 
nombre ôc en grandeur à ceux de Taire mnmn ; 
Jionc ces aires lonc égales y donc , Sec. 

CoROLLAiRt. Si Ton prend une infinité d'abi^ 
cifTes en progreflîon géométrique , à un nombre 
infini de différences répondra un nombre infini 
d'aires égales Se finies \ donc Tefpace afymptocique 
compris entre TAfymptote & THyperbole eft infini. 

Remarque I. Nous avons fuppofé dans cette dé- 
monftration que les éléments ou trapèzes omomy 
pnpn étoient des reftangles , ce qui n'eft pas ab- . 
folument vrai \ mais lorfque les lignes om ^ pn 
font infiniment petites , les trapèzes om om y &c. 
•peuvent être regardées comme des redangles , du 
moins dans le cas de THyperbole équilatere : car 
alors Tangle des afymptotes eft droit , puifque dans 
ce cas a x = B C == C tf ( fig, 1 1. ) , ce qui rend 
ifocelle le triangle reâangle Cax ; xlonc Tangle 
xCatft de 45® auffi-bien que Tangle y Ca ; donc 
Tangle xCy eft dç 90° , ce qui n'arrive que dans 
ce cas. En fuppofant que THyperbole de la fig. j 7 eft 
fcalene ( c'eft-i-dire qu'elle a les axes inégaux ) , les 
petites trapèzes omomy Sec. peuvent être regardées 
comme des parallélogramme^" qui ont les cotés^ 
'adjacents aux angles égaux m^ n réciproquemew 
proportionnels. 

fiUl«ARQU£ U. Dans U eas de THyperbole fcalenft 
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les petits trapèzes o^m m ^ppnn fecoieiît égaux au 

Î produit de la bafe par la perpendicalaire abaliOfée de 
'extrémité de chaque ordonnée m m j n tz fur la 
bafe, & ces perpendiculaires formeroient, avec Tor* 
donnée y la partie de l'afymptote comprife encre l'or* 
donnée & la perpendiculaire des triangles fembla« 
blcs , dont les hauteurs feroienc proponionnelles 
aux ordonnées correfpondantes. Donc les parallé- 
logrammes dont nous venons de parler, qui ont 
pour hatiteurs ces perpendiculaires , ont leurs bafes 
réciproques à leurs hauteurs , ce qui les rend égaux. 
De plus ces perpendiculaires font comme le finus 
des angles correlpondants oom z:z xc m y donc les 
aires hyperboliques , dans le cas de THyperboIe 
fcalene , font aux aires hyperboliques établies fur 
des lignes égales dans le cas de l'Hyperbole équi* 
lacère, comme le (inus de l'angle des afymptotes 
eft au (inus total. 

75?. Théorème. Si par Us points a^m^ny &c. de 
la courbe &par le centre c on tire les lignes ca^cvity 
en y &c. les fecleurs hyperboliques caky cm/Uy &c. 
feront égaux entr'eux & aux trape^^es hyperboliques 
akmm ymnmny &c, correj pondants. 11 eft évident 
( 44. ) que ckx ak ^:^ c m X mm y ce qui donne 
ck i cm II mm : ak y c'eft-à-dire que les trian* 
gles cka y cm m ont des côtés réciprpques adja- 
cents à des angles égaux : or il eft vifible que le$ 
hauteurs de ces triangles font entr^Ues comme les 
côtés aky /12/12, c'eft-à-dire., en raifon inverfe, 
dts bafes , ou des moitiés des bafes y donc ces ttianr 
gles font égaux, ©tant de part & d'autre la partie 
commune chk , Ion aura cah =s hkmm y ôC 
ajoutant de part & d'autre l'aire tihm y il en ré- 
fultera le fedeur cam ^=i akmm j & ainfi des 
autres j donc ., &c. 
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Corollaire. Il fiiit des deux derniers Théo- 
rèmes que les fedeurs , de même que les cra(>ezes 
hyperboliques , qui répondent à des abfcifTes en 
progreflîon géométrique , font eux-mêmes en pro- 
greilion arithmétique; donc félon ce que nous avons 
dit dans la première Partie de cet Ouvrage, ils peu- 
vent être regardés comme les logarithmes de ces abf- 
cifTes. Ainfi fuppofant quetA: repréfente le nombre 
dont le logarithme eft = ô , Taire akmm repréfen- 
tera le logarithme du nombre cm^ Taire aknn celui 
du nombre en , &c. Ces logarithmes font appelles 
hyperboliques j lorfque THyperbole eft équilatere. 

80. Problême. Suppofant t Hyperbole a q équU 
latere & l'abfcijje co=i l* ordonnée 00=, 1 , erou-' 
ver l'aire oonn. Par la nature de THyperbole , en 
faifant nz^^x y Ton a 00 X co c=s en X nn ^ o\x 
I X I = (i + x) x> , ou I = j^ X { I -H Jf) , d*oà 



Ton tire y ass — ; — = 1 — a: H- x* — x' , &c. ( en 

i-|-x ^ 



élevant i -^- ;c à la puiflTance — 1 par le binôme de 
Newton ) =^ i ( jc*^— jc -|- x* — ;i:^ 4- o:^ &c. ) à caufe 
de x^ z=Li. Cela pofé , fi Ton pouvoit fommer tous le» 
y (4^^ j^ fuppofe d'une largeur infiniment petne ) 
compris entre les ordonnées 00 Se nn y on auroit 
Taire cherchée ; ou , ce qui eft la même chofe , fi Ton 
pouvoit avoir la fomme de toutes les fériés x^ — 
jc -t- AT* , -&c. correfpondantes à chaque y ; or on 
peut concevoir les x comme croiflTantes felbn la 
progreflîon -^ o. i. i. j, &c. jufqu'à la dernière 
X ^=1 n qu'on fuppofera ;= oo- , à caufe qu elle 
eft infiniment plus grande que la première , qu'on 
peut fuppofer infiniment petite ; mais par la for- 



oc 



mule que nous avons donnée dans la pre** 

miere Partie de cet Ouvrage , la fomme de x^ eft 
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= X , celle de — x eft = , celle de x* ou da 



*5 



troifieme terme eft = — , &c. : donc Voite cher- 



chce eft = I X Ta: — ^ + ^ ^ &c. V Si Ton 

faifoit k =^x (à caufe que les x qui alloienc 
ci-devant de en n vont maintenant dans un fens 
oppofc ) , on auroit ck =^ i — -^ 9 & fuppofanc 

ak = y on auroit (i — a^) X V = x > ou y = 9 

ou C ^n effeftuant la divifion ) y = i -+- x ^ x* 
x^ , &c. & l'on trouveroit de même que l'ef- 



** x^ x^ 
paceooû/teft=Ar-| f- 1- — , &c. , 

CoROLt. I. Puifque les efpaces dont rpus venons 
de parler repréfentent , le premier le logarithme du 
nombre c n plus grand que l'unité , le fécond celui 
du nombre c X: < i = c ^ , par hypothefe \ les fériés 
quejîous venons de trouver reprefenteront auffi les 
logarithmes hyperboliques de ces mêmes nombres 
1 -f- a: & 1 — X } mais le logarithme du nom- 
bre I — X plus petit que Tunité , & par conféquenc 
fractionnaire , doit être négatif j donc il faudra 
changer le figne àts termes de la féconde férié , 
ce qui les rendra tous négatifs , & l'on aura , en 
général pour repréfenter les logarithmes hyperbo- 
liques d'un nombre plus grand ou plus petit que 

runite , la férie H-;c 4- + — , &c. 

Remarque. Cette férie ne peut être utile qu'en 
fuppofant X =: i ou a: < i , autrement elle ne fe- 
roic pas convergente. Mais en fuppofant jc < i , 
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les termes ultérieurs feront d'autant plus petits 
que X fera plus petite. 

X^OROLLAiRE IL Pout avoir le logarithme du 
quotient d'un nombre divifé par un autre nom- 
^bre y il fuffit , félon ce que nous avons dit dans 
la première Partie de cet Ouvrage , de retrancher 
le logarithme du divifeur de celui du dividende ; 

donc L, f ) ( L. dcfigne un logarithme ) fe 

trouvera en ôtant la férié — x — - x^ — x^ , &c. 

de la férié a: — — | , 5cc. ce qui donnera 

1. [ 1 = 2ArH r + -+-, &c. 

\i -*-x / 3 5 



Corollaire III. Suppofant = -, Ion 

j2Xtt2L j en faifant difparoître les dénominateurs , 
ç-(-jx = / — /?x,&en tranfpofant , qx + pxziz 

f^q , & en divifant par/; -^ q^x = — ^tj- > donc 
L. ( - } = ^AT -H &Ct Si dans cette férié 

' \q/ 3 

•on fubftitue leff valeurs de x ^ x^ y &c. tirées de 
réquation x = , , on aura ce logarithme ex- 
primé en nombres , en fuppofant que p ic q font 
^s nombres connus. 

Soit par exemple le nombre 1 , dont on de- 
mande le logarithme hyperbolique. Faites =: 

^ = - - en faifant pzzt&cgzs:i(Cile nombre 
propofé étoit fraéfcîounaire & = ^ , par exemple , os 
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8o Cours de Mathémati ques, 
feroit 1 =^ ) , & vous aurez x = ^^^ = ,. Subfti- 

2 je 

tuant cette valeur de x dans la fcne i ;«:h h &c* 

Ton aura le logarithme hyperbolique cherche ; ce 
qii on peut pratiquer ainli : en rcduifant en déci- 
males & ne poulVant pas l'approximation au-deli 
des cent millionièmes. 

— = ^ X - = ÎX 0.03703705 = o.oii345(J7. 

— =iX — =îX 0.0041 1 5 zz = o,ooo8i304* 

— =:^X— = 7X 0.0004572.4= 0.0000^53 !• 
7 7 

— = i X — = ix o. 00005080 = o.ooooo5<5'4; 

x^ * x^ 

— =:~X— =^TrXOi 00000 < ^4 = o. 0000005 1. 

' Somme ssa » * • . . .. 0.34657351, 

Dont le double o. 6531470a, 

eft le logarithme hyperbolique de z. 

81. Théorème. Dans deux Hyperboles les aires 
ajymptotiques correfpondantcs aux différences des 
abfcijjes confécutives égales chacune à chatune & en 
progrejjion géométrique , font dans un rapport ce nf- 
tant. Car prenant quatre de ces aires dans l'une & 
l'autre Hyperbole, elles feront égales entr'elles (78.) 
(s'entend dans chaque Hyperbole) , & leurs fommes 
qui défignent lé logarithme de la plus grande abfcilïe 
(la plus petite abfciire étant fuppoiee = i ) dans l'une^ 

Se 



■n 



E 



Sections Coniques. 8f 

Tautre Hyperbole , feront entr*elles cx>mme deux 
aires correfpondances quelconques y donc , ècc^ 

Corollaire. Donc fi Ton iuppofe une Hyper- 
bole qui foie celle que fes aires afympcotiques reprè» 
fencenc les logarithmes des tables , tandis que les 
abfcidès afymptotiques reprcfenteront les nombres 
correfpondancs à ces logarithmes , on aura toujours 
le logarithme tabulaire d'un nombre i o » par exem* 
le y au logarithme hyberbolique du même nom* 
re , comme le logarithme tabulaire du nombre i ^ 
au logarithme hyperbolique du même nombre ; 
<ionc 0.501030 ( log. tab. de 2. ) : 0.(^95147 

( ^og- ^yp* ^^ ^ > ^^ ^'^^ tenant aux millionièmes) 
:: I (log. tab. de 10) : 2. 50x585 (log. hyp.de 10). 
Maintenant pour trouver le logarithme tabulaire 
d'un nombre x , dont on a le logarithme hyper** 
bolique , en fuppofant m le logarithme hyperbo- 
lique de *, on tera cette proportion 2. 502585 : 

I : : m : y = ;» X -— ( log. tab. de ^ ) , ou 

^ X. J0258Î ^ 

(en efFeâuant la divifion de i par 2. 502585)^=: 
172 X 0.454294; donc pour avoir le logarithme 
tabulaire d'un nombre quelconque , il fuffit de mul- 
tiplier fon logarithme hyperbolique par o. 4) 4294 ; 
& parce qiiey zzm x o. 454 &c. l'on aura m^s^ 

= ^.X,2»502585 , c'eft à-dire que le 
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c. 434 &c. 

logarithme hyperbolique d'un nombre eft égal au 
logarithme tabulaire du mètne nombre , en le 
multipliant par 2. $0258 5. 

8 2. Avant de paiTer plus lom y nous allons dire un 
mot de ce que nous entendons par ^nus 6c cofinus 
hyperboliques. Soit ( fig* 58.) le demi- axe p a d'une 
Hyperbole saf fuppofée équilatere =5= r ^ nous 

Tome IL F 
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l'appellerons T&ittJ /ortf/, pour conferver l'analogie 
avec le cercle. En faifant = m le logarithme hy- 

. perboliqiie d'un nombre défigné par pg , menant 
rocdonnée c g perpendiculaire à rafymptote pg , 

^Jk ia perpendiculaire cb i Taxe , la ligne pb (era 
le cojinus ,ScJ>c \tjinus de m. Le finus de m fera 
déHgné par s lu m y le cofinus par ch.m. parce 
que au point a ^ b cz=. o^ &c p b ^i pazz r , en 
menant its lignes s r j ak parallèles à gc j l'on 
aura pour le nombre réprcienté par /? ^ ^ s h. m 
= o , & ch, m =^ r. Lt^ m qui répondent 
aux nombres plus petits que/^X:, qu'on peut fup* 

S>ofer = } ( car. Tuniti éft une quantité arbitràire>, 
ont négatifs & ont leurs cofinus pofitifs, mais leurs 
finus font négatifs. Si Ton hit p g : pk \\ p k x 

pr ^ on aura pr ^sa — (à caufe è^ pk ^sss. \ J, 

Ainfi le logarithme àt p r fera =: L. i — * /n = p 
-^ m ^ssi — m j parce que le logarithme hyperbo- 
lique de I eft =2 o , comme fon logarithme tabu- 
laire. Ayant tipé r j , fi Ton joiht les points s j c 
par la ligne se ^ je dis que cette ligne eft perpen- 
diculaire â l'axe, Les triangles igc^ irs femblables 
à caufe des parallèles gcj rs donnent ig : ir :: 
gc : rs :: pr : p g { par, la propriété de l'Hy- 
perbole) & en divifant % i g ' r gnpr : rg ; donc 
i^ =:^r. D'ailleurs fr : pkilur : a/f (àcaufe 
des triangles femblables pru^ P^ ^) y & comme 
pr :pk i: pk:pg:: gc : akj Qïivxrzru : akll 
gc : a k j o\x { altcrnando ) ru : gc :: ak : ak; 
donc gcs=si ru i donc les triangles re6tangles pru^ 
igc ont les cotés qui comptiienent Tangle droit 
égaux; donc ils font égaux en tout, & l'angle 
gicszupr; mjais tt/?r = 45® j donc fon complé- 
ment /«r eft auffi de 45° j donc dans le triangle 
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pil^ on a l'angle p & Tangle i chacun de 45° ; 
donc l'angle b eft= 90°; donc la ligne s ci- eft 
perpendiculaire fur l'axe p b. 

Corollaire. Il fuit de cette dcmonftration 
que ch.mszch.-^m^ puifque l'un & l'autre eft . 
's=;pb *. Mais s h, -^ m =2-^ s h. m : puifque s h. m 
^=:.bc y Sç sh.'-^ m^ bs ; & quoique b cz=z b s j 
cependant l'un eft pofitif & l'autre négatif. ' 

8 j. Problème. Etant donnes les /i nus & les co* 
Jînus de deux logarithmes m j n j trouver, le. Jînm 
& le cojinus de leur fomme m ^ n. %o\t pb ;=z. 
çh^m^ bc :=z sh.m ^ pd z=. c h.n ], df zn sh, n. 
Soit fuppofé/?/7Z = c A. m-^n , 8cmn=: s h. mZjI^. 
A caufe de l'angle apk = 45 ** =^ pib j^on 2Lpbzs 
b i J & de même pd=i dl ^ pmzn mj^. On aura 
donc ci rsib-^ bc :±: pb — b c zat ch. m^-^'s h.m ^ 
flzzzch.U'^sh.n^nqzz c A^m-f-n — sh.mZ^i^. 
De plus à caufe du triangle ifocelle apk^ rectangle 
en ^ & de pazzr onz p k^ -+- afC^ > ou i,'fk* 

ss/'*» »it* = — &:p* ='^» A caufe du trian- 

y ^^ • _ 

gle reûangle ifocelle Igc^ 9^ .* ^-F** =tf/*, 

ci c h. m — s k, m _^ ^ 

* 

ch. n --^sh, n ch, (m+n)'^sb, (m + n) 

Enfin le triangle 7? ^ ireâ:angle. en b àixù^ft :7 
^* -H 37* ss=5 z*^* t QU jP ' == |/î X- ^ A- ^* 
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* Car le cofious. de w^cft \^; partie 4c raxe coraprife 
entre le centre &; lordonnce, niçn4e du point aumiel la 
pcrpcndicolaire tirée fur raCyipptotc^au point ou le te^-i 
mine le nombre j^r , ou/? g, i:cncoutre l'Hyperbole. 

F 1 
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On voie auffi ^ue pi 9= i/I xch.n^SCpq^ 
|/î X c hé ^T^-zi. Ceft pourquoi pg 9=st y/Ix 
f c h, ni"^ s h, m\ ut u 

c A, /» — l > " ' -' *■' 1 . OU en rcauiiatic 1 6n* 



tier en frachon % p g^ss. •*— — ■ • JDe même 

f^= vT''^> ^P"^- "-7^^ ^ 

r ch.m+sh.m 
otpk:pg::ph:po*i donc — ^ ... 

ch, n -f- jA.» ch.(m'^n) -^sh. (m + n) 



Pon tire 1 équation (A) ch.{m+n)^sk. (m + «) =b 

-. Maintenant 



mm^t 
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l'équation à l'Hyperbole équilatere donne y* œs 

bc ^=s sh. m ^=i X ^ g* vss py ^^ pa tsssi 

c h. m — • /^» Donc c^ «.* — iA.i» «^ f* i^ 

icA./»4- jA, m^ X(cÂ,m-— ^A. m), ottcA.!» 
-H j A. /n s=s — —7 — . Par la même raifon 

r* 

. ^A. /i -** J A» n cas ■ ■ Scch.m + n'{^ 

* €n, n — sh,n 



S h. m^nsss ^ , , \ , , — T^» SubC- 
tkuant clans Téquadon Â les valeurs que nous ve« 



«Ci 



* * Le logarithme de pkssii étant ass o , & le loga- 
rithme de /o étant égal , par l'hypothéfc, à la fommc 
^c$ logarithmes de p g Sep h^ les logarithmes dcpkôcpo^ 
f<;ront les extrêmes d'une proportion arithmétique , dont 
les logarithmes dt pg 6c ph icront les moyens 5 donc les 
nombres auxouels appartiennent ces logarithmes font en 
f rpponiôn géométrique. 
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nom de trouver pour ch.m^ sh.m\ Se ch.n-f- 
sh^n ^Sc réduifant on aura — r-7 — 

< h. {m -+• n ) m\m s h. { m «+- a ) sac 



^ITT" — "fT^ N/ ~i — = T = y d^"c en ôtant 

€ n,m — . sh. m X ç h n — s h. n^ 

les frayions , divifant par r^ & tranfpofant , on 
trouvera Téquarion c h. m+^ -— jA.w+^s= 

^ch.m — s h. m) X (ch. n — 1^. n) . 
' - p- — (B). 

•Ajoutant Tcquation B avec réquation A ( on 
pôut regarder ces deux équations comme deux 
beaux Théorèmes ) , retranchant enfuîte Féqua- 
tion B de l'équation A , on aura c A. ( /tjç ^».) =; 



t^^^^^^mm^^^^mmmmmtmmmm ^^^^^Êmm^ÊmÊtmi^Êmm^^a^gÊ ^Ê^mm^^^am^^^^^^^^^^^^^^ - 

^à.m-i'sh.mXch.n'^sh. n+ch.m^s^./tiXek.n^sÂ.r^ 

^^eh.m X c hé n ^ s h. m X sJ^ ifs 

— a.-', • (C) de s h. 

m r ■ 






fh.m+sh.fitXch.n'+'Si/^.nr^fck.m'^sk.mXch.n^sk.tti 

^^^ -^^ Il ■ -A 



' "*-->- . - . ' ■' ... ' . — '■ ■■! I l I ll j 



ch.m X sk.tk^€tk.n. X sA m ,^^ 

-^ — ^ ■■ " ' ■ (D) ce qiul&IIoîc 

trouver. 

84. p»o^ï.tHE, Trouver te çofitm$ &. tejinus dt 
la différence des. deux lùgarithmes m^ & n^ Nous 
fupp^ns m > n. \\ fuffit de mettre dara les deux 
dernières- formulas ^ à la phce. de.cA. n Se s h. n^ 
les quantités ch.^n&c sh.-r^n; mais s- h, — n 
ms ^^ sk.n ^ Se ck.^nsBzch.n (cztCiprtÛ:, 
mpTOflÉ- égal à* un nombre < i «=3/7 ;f , le fmut 
j* dfe ce^ nombre eft négatif J mais foncoflrius pf 
tfft évideiwnew pofitif i donc il fuffit dans les for^ 
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mules prcccdentes de donner le ligne - — à, s h. n 
& Ton aura 

eh. m X ch.n — jh.m y jb n 
elu{m^n) = - — ;; • 

ch. n X s H. m — c h^ m X sh. n 
S h. (m— n ) = — ^ 

Si Ton fuppofe m = ny qu*on ajoute l'équation D 
avec l'équation C , & qu'on retranche enfuite l'é- 
quation D de l'équation C , Ton aura ces deux 

autres équations 

( ch. m -f- s h.my 
ch.im^sh.xmrss — ^ -^ : — t**) 



(ch.m — *h.m)* 

ch. xm^^sluxmssz—. —. ^0) 

ajoutant G avec F & divifcnt par i , retranchant 
enfuite G de F & lUvifant de même par a , Ton a 
' les deux équations fuivantes. 

c h. m — |- s h, m •+- c A, a» -^ * A. » 



s lu a2i2 = 



ch.m -4-- i4 m — U«, m — sLm) 



■*i»*« 



ir 



Si avant d'ajouter & de retrancher les éqi^ôons G 
& F on prend les racines quarrées de chaque mem-* 
bre y l'on aura 



-2 



C h, xm -+• s L tm ■+- eh. ^fn — s h, zm' 



^■' ^' 



z.r * 



shm fn 



. 1 / • l\ 

ch im — f- s h; 1 m "^ych.zm — jA. tmj 



r 



Si aux deux loearithtpes m Se n on 0n ajoute un 
troineme j / ^ il fuit des équations^ A & B ( S j . ) 
qu'on aura ... 
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€k. (m-i-n) -^ sh, (w -h^) X cA. rH-J>^- /^ 



r 



€ h» m -+- n -4— p "■^" s h* m 



€ h. (m-^r^n ) — j^(-m ^ ;i ) x cA. » s h. p\ 

^ ". ' ...111 . 11 , ' „^ 

r 

Sabftttuant daiw ces équations lès Valeurs de 
c h* m ^ n •+- s A> m -+^"^ & de ch. ^"Ifl"^ — «t 
s A. m-^n prifes des équations A &' B , on aura 
ces deux autres' Théorèmes : 

C h, m + n -|- p «^- s h. m -f^ ■ ii hP"7 caca 

ch.m -\r sh,m Xch.n%^ sh.nx TiZpÂ^ThTp (US . 

** ' ' ' .1 . ^ .^ #. ' ' • * \**/ * 

r A. jji -(- « -|» ^ — - s h. m~^ n ^ p ae=* 



- ^ ■ "* *■■ I 1 1. • • I I r - - > • 

^ — J /^. w X cA. n — jA. « X cA./? — jA./? (I ) * 

Suppofant m^ nznp ^ ajoutant I à'ïl & l'en re-** 

tranchant enfuite , on aura 

— :- i,j i-^ — : :-l5 

ich, m H— s h. m -+- c ^. m -^ j A. m 



i.r^ 



■i^iiw 



.f c A. m -4- J /r. ff» --^^ (c h. m-^ s h. m ) 

J /!• 2 777 dZ r-*- — t ■' n ■ 'i . ■ 

Si avant d'ajouter & de fouftraire , on . prend les 
racines Cubiques , on trouvera 



en. m z^ ■ r . -, I / . , • 



i.r j 



^ . : 1 / i^ ;^L\ ' 
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£n général on aura 

c h, m S h, m H^ en. m — — s h. m 

, € h, m -4- X A. m •— V c A. m — ^ sa. m J 
sh.nm =— ^^ :^ 
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Il étant un nombre quelconque. En comparant ces ' 
formules avec celles des finus & cofînus àt% arcs ' 
circulaires multiples , on verra qu'il y a une 
grande analogie encre les finus Se connus circulaires 
& les hyperboliques» 

Nous appellerons logarit^es hyperboliques jîm^ - 
pLes » ou d'une dimenjlon ^ les logarithmes hyper* 
Doliques dont nous venons de parier y mais divifés 

par -* » c*eft-i-dire par la moitié du demi-axe pa 

de THyperbole équtlatere , dont Taxe == i r & les - 
iinus éc coftnus hyperboliques ^ donc nous venons 
de parler , pourront auflî être regardés comme tes 
finus & connus de ces logarithmes hyperboliques 
fimples. Mais le triangle iu>cette & redangle pak 
donne {pay = {pky ^ (ak^ our^= i^(f *)% 

ou (^ *)*=—, /y * =5 — J & en <fivîfant les 

logarithmes hyperboliques pris dans ime Hyperbole 
équilarere dont le demi - axe =s r , par - = ^ 
ou ^ ce qui reviens au même , en les multipliant * 
par -, on aura ce que nous, appelions logarithmes 

fyperbatiques JpmpUs^ Si J*on fait / ^ s= — ^ = i j^ *• 
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Tpn aura t^ ^tài i & rs= \/i i'dont — !±=— ==$ 

•• • » .. > ■ 

— ; c'eft pQur.quoi fî l'on divife les logariçhmes ky- 

perboliques vulgaires par -r-pr-^ou^quoil Ici l&ultipliô 

par \/l, on aUira les logarithjçnes hypetboUques fîm-* 
pies y pris dans» la même' Hyperbole dont le demi-* 
axe2i=±y 1 ,'& les premiersieront alors aux féconds ^ 
comme l : \/i'oucomtfie \/i î i. 

8y. Théorsmê; Z?tf;ij eojs^rif 5i^/d/2 CoHt^^e Jî Oni ttpii 
fn p pajfara par k'faytrf rtncùiàrt la dirr&titt en q & là^ 
eoutbt tÀ dtu'oè pàineJ m ^ p^ le feint m étant fit ut entre U\ 
points f & ^ i teite -ligne yfit't 4i^ifée datis Us 'points 01 
€•. / ( fig; ) ^; Yé ô- dani les 'poiftts' Hi ù q ( fîg. 4Ô* ) en 
propof-tion harmonique*' Car '( voye* 1é h° 6\.) ( dairt la 
Sgute ip ) lèîî'llghes m/? î'mp' î^ht tin rapport tondant 
avec les rayonis veâicuts f m i'fffi^.^Ct qui a^liéi dans 
toute Sedtion Cdnique ; donc Izttikh de Ckaiqvift fàyôn 
Veôeuîr/m i Chaque figric tolîërpoft'thntc g m leirâ' conf- 
tante. En ctfct f m : ^m :.: frn x pm z gm y. pm\ donc 
k raifon .dé/iM t ir»k dA: CompôCée de la ralfoh cônilantâ 
et fm i pm & de la raîfô^ dç pm : g^wi qui fcfV là même 
que là fàîfèh dû fîrms d'iqidi^Urti au £nus ibtaï , ce qui 
a ri6Ù ttoUt tbâtés les paUalleies I *^m ^ ^ qu'èa pourrôic 
ft^ner âd'la éôurbe i la d&eârice', h l'on doit dite la 
ftiênrç irhôfe de 'toutes' hes* Sei&îtiiis Coniques. ,' l%abôle , 
Éllipie ât Hyperbdlc. Cela ^0(2,* Revenant aut fifaiïes 3^ 
54 40^ i'dri aura //> : fm :r pq: mq ; or ( figi }5> ) 
dans les trbiîs -lî^cls pq ,,\f(i î fn q les lignes pq ^ mq 
foftt les exh-êmèi' >: feMes dirdnés f.p , /m les dôferences 
ieij extrêhié^ i!la 4noyçnrie j jnàîs ( fig« 40 ) dans les 
mA^éiè)m'fp\i-fq^ f1n'\hs:Vipipt fp, fm font les 
extrêmes , ^ les droites /? f v mq^ ié§ mfiferenCes des ex- 
tYêiA'efc *-te;ÂA^nnè'; dbttè dans, les deux figures les 
éttrêthcs fti^ii 'èntt*ellei dbmhiêTc^ diiFërcnccs des extrêmes 
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Remarque. La figure 3^ peut fervir pour rellipfe 8c la 
parabole , (Se même pour le cercle en ruppoianc qni une àlC* 
tance infinie du point /j: La ligne qn repréfente la direâricc 

Des Scellons Coniques femblables. 

%i^* Deux Serions Contas de même efpece fini fembiahles 
lorfque leurs, axe s font proportionnels, 

CoROxiAiRB I. Il fuit de cette définition que fi deux 
Ellipfes ou deux Hyperboles {èitiblables ont un centre com- 
mun e ( %• 4^ ^ 4^ ) ^^ ^^^" ^^^ % ^^^ n^mes lignes , 
les Diamecres conjugués çorre(pondancs . feropt aufli iur les 
mêmes lignes.^ En ettéc ces Diamecres doivpît faire avec les 
axes des angles égaux , puif^e les Serions ne difFérenc 
rûne de Taucre que parce que les lignies de lime (ont pUi^ 
grandes ,qu^ les lignes . correfpondantes de 1 autre : mais 
d'ailleurs elles font Tembl^blement ficuées & q^ns le rap«- 
port des axes > de (brte que .fi les axes ^ diaipecres de U 
petite yenpient a s'allonger, en confcjcyani toujours leux 
mênié, rapport ^jufqu à ce qu'ils funent égaux à ceux de U 
éraixdéy les deux Sei^Qnsie çonfondroiçntj ,. ;' 

Corollaire IL iDoujC îi.une ligne rx coupe deux 

Sedlions Coniques femblables • qui ont iin centre commua 

& fîtuéj fur . le même axe ad^ les parties ro , st/ de cette 

ligne comprifes entre les iài^ fj^^tbe^ ^^f?^^, ^g^^s* Car fi 

Ton cOiKoi^ une tangeiite,$R iir? courbe int^ieute paialleie 

a j r ( fig. 41 , 41 &,4j)', .& k.,t)iaimeire xy q^i. pafTeipak- 

le point de contîpgence , la li£^c q fera une, ordonnée à 

ce Diamtoe ^ & parce. 5|ue le iDiaxnetr^çprre^pondant de Isi 

Sedlion intérieure eft fuç la tnfme ligne qi^e celiû de Textes 

rieure, il eft vifible que lés lignés rs , Rs iprqnt des.dou-i 

bles ordonnées à la Sedion extérieure. î)Qj^f f^^ ^ Ç 9 ^» 

R r =a= r S. De même of, = q.q^i donc o r f^ ô\s ; & paç 

la même raifbn m »t in y dl ^=1==^ dl^.C^ flue no^ venooi, 

de dire dans ce CoroUai;;^ a lieu pour 1^ Paral^oîe j qu'on peut 

regarder comme une EUipfe infinie. !;,' .,;,", . 

. $7. .Tmjéprbme. Mn/uppçfants^f^lcfipéforàmeeres éfi] 

laparuhU intérieure & extiHct^e , égak^ .fy ^inits fur 4 

mime axe ^ je dis qii$n^ faifant la tangta^t^ d^^r^d^ Jtoii 

mura w.p, x P « =y* (.fig. 41 )• I^..4a.Vpropriété de 

la parabole extérieure on a/ ^ «/>-« C^a) •"*?« ^ 
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pxopnécé dé la parabole intérieure on z p x d p:=s{poy^ 
donc [p m)* — {p o)^ = na X m o :=i a p x/r — d^ 
Xp:=p.ad=z{dL)* znz d^ i' donc mo X çn z=z d\ 

Remarque I. Si au lieu de. prendre lés ordônuécs" 
« i'axe on a voie pfis:ks otdotïtïétê tôt Diamètres »y^ 
o» aufoic trouvé r a. x ^ i s= ( R i )* = (i S)*, 

RsMARQUfi IL Puifque les paraboles. ne différent que» 
parleurs paramçtres , comme les cercles ne différent ^ue'. 
par la grandeur de leurs rayons , il efl: vifible cjue kt 
paraboles font dés ffgui'eS femblablcs. \ 

88. TwâoR. Dans Us Ellipfts & ftyptrBoks fémbldhles' 
( fig. 4 1 4fc 4 j ) o/î aura toujours rox^' ^=^ (^ R)*- Car app'eN 
Icns xor le Diametr^jvy, %k Cchu oôniugué-j y ks 0f-* 
données r q z\i Diamètre x/, Y les ordonnées oq de U* 
courbe intérieure par rajpport au Diamètre correfpQndanCy. 
X c le Diamètre de la courbe incérieufe ^ %d Ton conjugué; 
& faéfant cq^^ » , bit a , paît la Jropnérf de rËlIîpt'e & 
de rHypctbol© extà-icbiïes , JT* : i <i* 'i' x^^ :•: b^ : d^ , 
iXr pour les courbes intérieures Ton a- Y*. :< jt ù^ T jp^ s t 
éP" i c^ 'y mais parce que les courber in(9i|ieuce8^ fonit fehi-^ 
blables aux extérieures , ^* ; a^ s; d^ rc^', donc y"^ : 
Yf- :: + a"- :^ X"- : ± (T-T x"^^, à( divîdchdo ) y"^— 
Y^ {ro X os) -y'^ \\'± a^ ï tf* : j: a^"^ at* :: (rR.*:; 
( ^r)* =!= y* ; donc ro X oj : ^'ï^ :: (/R)*';y*,&^ 
l^alttrnindo) ro X os ; ( rR)^ :: y*: y*j dotac 
ri? X os =^(fR\\ .. > 

Corollaire I. m les ordonnées appartenoîent au, 
prcm'icf axe , on'aufdii! iho X on'=^ Çdty' = g^ en 
fairanc d L = ^. * ^ * 

{CoROCLAiRelK Soppofanc m o=sm , & o' n ssîrj ^ on. 
aura par les TRéuremes précédent»& bidertiiereorollaire fn\^ > 
t=jr* (en fuppofaitt aurti pour Ixpafâbole f6g» 42) J-l,==r'g>j . 
donc ^ devenant» infinie »' ce qui arrivé dails la parabole tC . 

rHypcrbt^c i roivaiita.i»sa= £-r 5= 2-- t;r:^a, c'cft-à-dire : 

qu'a rînfîni la courbe intérieure fc confond arec rextérieurc,, 
ce qui n'arrive pa« dàn<r l^tlipfè ;, parce que dans cette 
courbe ^ neft jaii»w.!=;=.oo. .;...:. 

: Avant de pa(f€[r aux Seftions Coniques des ' 
genres iapérieucs^î isbus allons Êuice quelques re-^ ' 
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marques qui fervironc à jeccer un grand jour fur la 
théorie des courbes algébriques ^ donc nous trai- 
terons dans la fuite. 

89. Une courbe algébrique ejl celle dont la na^ 
Êure efi exprimée parune équation algébrique ^ qui 
contient le rapport quil y a entre les ordonnées & 
lês abfcijfes. Les ordonnées au(fi-bien que les abf* 
ciflès font pofirives ou négarives. En prenant pour 
pofidves les abfciifes qui > à compter d*un point 
£xe y tendent vers la droite » les abfcifTes qui ten- 
4cnt vers la gauche font négarives 8c réciproque- 
ment. On voit bien que tes ordonnées (upêrieures 
étznt fuppofées pofitives > les inférieures feront 
négarives étant dirigées dîans un fens oppofé aux 
premières y Se réciproquement.. Il eft indiftérent de 
prendre pour pofitives les abfcillès de la droite oa 
m la gauche , les ordonnées fupérieures ou infé- 
rieures ; mais dès qu'une fois cela eft déterminé ^ 
il n'y faut plus rien changer ^ du moins en trùcant 
la même queftion* 

On peut rapporter i, Taxe tous les points 
d'une courbe par des ordonnées parallèles entr^slies 
& perpendiculaires , ou obKques i cet axe» On . 
peut prendre l'origine des abfciflès for k cour-* 
be , conune nous l'avons fuit dans la parabole*; 
dans la courbe , comme nous l'avons fait pour le 
cercle & Telliple , en prenant l'origine dtes abf* 
cîflès 




i^ine des ablciiles au centre , qui elt un point 
fitué hors dp la courbe. Sur quoi nous remarque-^ 
rons que l'origine des abfc^es ne peut être fituée 
fur un point de la courbe que lorfque tous les. termes, 
de foi^ équatioa^ibnt aCeâ;és des indéteroûnées x » 
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ou^..Quant au contraire l'équation contient un terme 
entièrement délivré de x^âeyy alors Forigine des 
abfcifles ne peut être furunpointde la courbe. Dans 
les équations y^ =s=a* — ^^>y^ == ^^^ — '^*> 
par exemple, qui appartiennent ^U cercle, en faifant: 
jt = o , on trouve y == + a dans la première , &C 
y s=:o dans la féconde : or y doit être = o , lors- 
que l'origine des abfcifles eft fur la courbe ; mais jf 
ne doit pas être = ô , lorfque cette origine n'efl; 
pas fur la courbe ; c'eft pourquoi dans la première 
équation qui appartient au cercle , en comptant les 
abfcifles depuis le centre & fuppofant les coordon- 
jiées perpendiculaires entr 'elles , y n*eft pas 3k= b 
lorfque AT = o* 

Pour démontrer cela généralement, foit l'équa- 
tion d'une courbe algébrique a^'+' ix'^y^ssr; 
dyK En faifant a: = o, on é^ ày^ = o &y == o ; 
donc l'origine des abfcifles eft fur la courbe , puif- 
que^ & X deviennent o en même temps j mais 'fi 
l'équation de la courbe étoit a^f^ -h bx'^y^ -^ 
dy — ^ == o } en faifant x ^=^ o , on auroit dy^ 

aBK gj ouy s=5 ^ j^ ou j^ 5= J/^ -^ ; donc 1 orî^ 

sine des abfcifles n'eft pas fur la courbe 3» puifque 

4 J? =; o , ne répoud pas j^ = o. 

« 

90. Toute courbe peut être confidérée comme polygone,, on 
comme courbe rigoureufe. La première fa^on de confidérer une 
courbe , ne fîgnifie autre chofe Cmon <|.ue ia courbe efl ta limita 
du polygone infcrit & circonfcrit. Par exemple , fî à un même 
cercle on infcrit& on circonicrit deux polygones réguliers, il eft 
viable qu*en augmetitantle nombre des côtes de ces polygones, 
ils approcheront continuellement de Fiâgàlité avec le cercle , qui 
td h limite qu'ils ne peuvent pafîèr^de làquelk cependant us 
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peuvent approcher tant qu'on voudra' Mais il eft bon i*ohCct^ 
ver que fi on 4 confidéfé une courbe comme ^iygone, on ne 
doit plus la regarder ( du moins dans la folution de la même 
qucflion) comme une courbe neq^èufe; & fi dans la réfolu- 
oon d'un problême on a beCoin de confîd^rer deux courbes, on 
ne doit pas en conCièittt une comme polygone & l'autre comme 
courbe rigouteufe , autretnenc on pourroit tomber dans quel-y. 
que erreur. Par exemple, menant dans un cercle quelconque 
les cordes évanouiflantes;?^, ic,6dÉuit le prolongement do 
dç la corde p d (fig. 44), égal àdc=^pd^ tirant par c& o la ligne 
oCyèc p^r le point d la tangente dn, on aura o c «= i /x c : car à 
caufe de o<^ «» <^c, le triangle odcc(ï ifocele 8c l'angle o =sa 
l'angle c. I)'aiileurs l'angle o<ic a pour mefure la moitié de l'arc 
p de {Géo, i7)ou dc^ dci'angle n^^c a pour mefure la moitié de 
de ^c; iànCxndc =» ndoy donc la ligne dn divife en deux 
également l'angle d du triangle ifocele (ic\ donc dn divife en 
deux également oc. En effet les triangles odn^ndc font égaux 
en tout, puifquils ont deux angles égaux fîtués fur les côtés 
égaux dcydoj donç7ic=-o/î,& co=^ 1 /z^.Celapofé, fiip- 
pofons un corps p décrivant un petit arc de cercle;? de par le 
ipoyen d'une K>rce qui te pouiTe vers le centre C,& d'une autre 
force qui au point a retire ce corps de la ligne droite. Si l'on 
^onfîdére le cercle conune un polygone , la corde jnfîmmene 
petite pdkrz l'eipace parcoiuru pendant l'inftant précédent, 8c 
do fera l'efpace que le corps décriroit dans l'indant fuivanc* 
Ceft pourquoi fi Ton mené o c parallèle à la direétion JC de là 
force qui agit en d^ oc^efa l'effet de cette force , c'eft-à-dire la 
quantité dont cette forée l'aura r^prpçhé du centre du cercle. 
£n effet, â caufb de Vztc d i infiniment petit , l'angle dCo 
= toCy fon alterne interne , fera infiniment petit , & l'on pourra 
regarder le triangle redbmgle r <: comme ifocelle > c'eft-à-dire 
on pourra fuppoler to^=^co', mais fi ifon -confidere le cercle 
comme une courbe rigoureufe, 1^ tangente dn fera l'efpace que 
le corps décriroit, tandis que ne exprimera l'effet de la force 
qui agit en d pour retirer le corps de la ligne droite dn, C'eft 
pourquoi dans la courbe rigoureufe l'effet de cette force ex- 
prirne par en efl la moitié de l'effet oc dans la courbe 
polygone. Donc H on pe veut avoir un effet différent , il 
raur toujours confidérer la courbe de la même manière ^ 
parce qu'alors on a toujours le même rapport dans le$ 
ç^ecs 5 Qx dans- la théorie des fo^rces , c'eil à ce rappoi:| 
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feul qu*on fait attention ^. De plas H on fuppofe qu'un corps 
eft animé d'une force accélératrice confiante, qui le pouffe cofi* 
cinuelleoient vers un centre, & d'une force langeritiellc , non 
accélératrice , qui le poude félon la tangente d'une courbe » 
il doit patcoarir un arc de coutbe & non une ligne droite. 
Ainfi on ne peut alors fuppofer , fans détruire en même 
^emps la fuppoiition , que le corps parcourre un poljrgonc.^ 

Des Sections Coniques des genres fupérieurs^ . 

5; I . Si on a pne courbe dm Â (fie. 45.) dans laquelle 
faifant la ligne a A (que j'appellerai Vaxe ) == xa ^ 
rabfciflè ap comptée du fommet = x , l'ordonné^ 
pm=iy , on ait x"*" jy"» :i y' : {KpY =(2 a — jv)*. 
Ton aura l'équation y.» + '^zz jf'» ( 2 ^ — xy , qu\>n 
appelle équation des cercles des genres fupérieurs. 
On les appelle ainfi à caiife de Tanalogie qu*a leur 
équation avec celle du cercle ordinaire, qui eft telle 
qu'en fuppofant m v=z n == i , on aura y^ =s 
lax — x* équation au cercle vulgaire **. Si on 
compte les abfcilïès du milieu c de Taxe , l'on aura 
ym-^n =: ( û «« xf* X (^ + ^T > & fi dans la première 
équation on fuppofe a A = ^ , on aura^"* "*" *• = 
x^ (^— jr)». Si dans l'équation j^** -^ " = x** (a-^xY on 
fuppofe fuccertîyement mz=. 1,2,3,4, 5> &c» 
& /z =: I , on aura ce qu*6n appelle le premier 
cercle de tous les genres , c'eft-à-dire.j^" = ax -^ 
x^ y y^ s=s ax^ — x^ , &c. Si on fait /n == 3 & 
n = 2 , on aura y^ = at' ( iz — xY qui exprime le 
fécond cercle du cinquième ordre ou genre , & en 

' ■' I I ■ I. : ■ ' I " ■ !■■ I I , , 

* Cela peut avoir fon utilité dans la théorie des forces 
cenirâlç$. • : 

** En décrivant ces fortes die cercles , on verra qu'ils ne 
font pas ronds comme le cercle vulgaire ; mais qu'ils ons 
diâerentes formes , fcion la nature de leur équation* 
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faifant m=:2&/i=:),on aura y* = x^ i^-^xy , 
troifieme cercle du cinquième genre. En géné- 
ral le cercle d un genre quelconque eft dit premier , 
fécond , troiiîeme , &c. feloti que n ( expofanc da 
refte de Taxe ) eftz:!,!, 3, &c. 

Remarque. Nous eftimons le genre de la ligne 
par le degré de fon équation y mais on peut auflî 
commencer à compter les genres depuis le cercle 
ordinaire » qu*on prendra pour le cercle du pre* 
mier genre , & alors le cercle que nous avons apr 
pelle du cinquième eenre fera feulement du qua- 
trième j de forte que Te cercle de l'équation^" '*' ' =: 
tf x~ — x"» "^ * fera feulement du genre w + 1 *— x 
== m. On voit que cela eft ihdifterent *. 

5^1. Toutes les paraboles peuvent être repréfen* 
tées par l'équation y»-*-» = «* x* == x" , en fup- 
pofant a = i. Dans toutes ces courbes faifant 
jr == o , on a auffî y css o. De même en fuppc^ 
faut X infinie , y eft aufll infinie , pourvu qu elle 
ne foit pas imaginaire. La diverfité des expofatits 
m Se n détermine la pofition des branches d'une 

{>arabole. Suppofons , pour plus de facilité , que 
'on prenne la racine m ^ n de l'un & l'autre 
membre de l'équation générale pour avoir y =3 



«»4>n 



y tf* x". Si m & n font des nombres impairs & po- 
fitifs, m + n fera un nombre pair , & x" fera une 
quantité pofîtive j donc y fera la racine d'un degré 



* En eftimant le genre de la ligne pat le degré de Téqiia^ 
fion , il n'y aura aucune courbe du premier genre » parce 
que , comme nous le verrons dans la fuite , une équation 
du premier degré à deux variables x ic y y ne rcpréfeace 
qu'une ligne droite. 

racin 
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pair d'une quantité pofitive } donc y aura deux va- 
leurs , l'une pofitive ^ l'autre négative j & du côté 
des abfciilès pofitives c b (fig. 4^,) , la courbe aura 
deux branches cp^^ cq^ Tune du côté ^n des or- 
données pofitives ,' l'autre du côté cm des or don-"" 
nées négatives. Si on fuppofe x négatif , x^ fera, 
une quantité négative, &cy deviendra imaginaire 
étant la racine paire d'une quantité négative {on 
fuppofe a pofitiO ; donc du côté ca, des x né-^ 
.gatives la coujrbe n'a aucune branche. Si Péqua- • 
tion étoii j'*» "*■»=: — iï'" AT" , dans ce cas x étant 
négatif -on auroît j"» + » = ^w ^» : ainfi la courbe 
auroit deux branches du côté des abfcifles néga- 
rives , mais elle n'en auroit aucune du côté des x 
pofirivesî. Suppofons maintenant que m étant paire 
n foit iniparre , afin que m -+- n ion un nombre 
impair. En fuppofant x pofitif , «v» fera aufli 
poncif 5 ainfi j fera la racine impaire d'une quan- 
tité pofitive 5 qui a une feule racine réelle & po- 
fitive * ", donc la cpurbe n'a qu'une feule branche 
cp du côté des abfcifles & des ordonnées pofitives 
(fig, 47.). Mais en fuppofant a: .négatif x"" lera aufli ^ 
négatit j donc j' fera la racine impaire d*©ne quan-- 
tité négative , qui ne peut avoir qu'uiie feule va- 
leur réelle & négative ; donc la courbe a une autre 
branche c ^dont les abfciilès & les ordonnées font 
négatives. Dans l'équation ^'*"^" c= — a"** x^^ aux 

I ■■ I I III II II I ■ i»i > .11 'I 'I ■■—«*—— «—H^—i— il— —■,—» 

*. Cela cft évident en (ùppofant Téquation «* =5 é?» , 

3 

qui donne a:'= y^c' = c. Les deux autres racines 

qu'on auroit en divifant x* ■— c* = o par ^ — c === o 

font imaginaires. En effet k quotient «*«-f-c*-f-^*s=:o^ 

donne x =— f- - l/ — 3. 

Tome IL G ^ 
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abfcilïès pofitives répondent des ordonnées néga- 
tivesV & des ordonnées pofitives aux abfciflès né- 
gatives. 

Suppofons enfiiite que n étant paire , m foît im- 
paire : AT étant pofîtif , x" fera aufli pofîtif , on aura 
donc comme auparavant une branche cp (fig, 48.) 
du côté des X & des ^ pofitifs j mais parce que toute 
puiflance paire d'une quantité négative eft pofitive , 
:â étant négatif , on aura Jf" pohtif j donc y fera 
une racine impaire d'une quantité pofitive ; donc 
la courbe aura une autre branche c ç du côté des 
abfciffes négatives & des ordonnées pofitives* 
Dans l'équation ^w + « = — a" ;«"• l'une & l'autre 
branche fera fituée du côté cm des ordonnées 
négatives. 

Suppofons enfin que m 8c n foient paires , m+n 
fera paire. Prenant a* pofitif ou négatif , x* fera 
toujours pofitif; donc y fera la racine paire d'une 

Suantité pofitive ; donc y a deux valeurs, l'une pe- 
tive , l'autre négative ; & cela pour chaque x 
pofitive ou négative ; donc la courbe (fig. 49*) aura 
quatre branches , & s'étendra tant du côté des x 
èc des y pofitifs , que du côté des xScy négatifs. 
Mais la courbe de l'équation j^» -^ » = — ^ "• x** fera 
dans ce cas entièrement imaginaire. 

Remarquons en paflant que la parabole dePéqua- 
tion x*^ ■*• " rssz a."^ ^^ell la mcme que celle dont 
nous venons de parler , avec cette différence feu- 
lement que les ordonnées de celle-ci font parallèles 
aux abfciffès de la première & les abfcilTes pa- 
rallèles aux ordonnées. En fuppofant m == 4 & 
72 == I , on aura ^^ = a^ x , équation à la pre- 
mière parabole du cinquième genre, faifant rrizizi^ 
/î = 1 , on aura y^ ;s=ia^ x^ j féconde parabole du 
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cinquième genre» En général on a les premières 
paraboles en faifant /z = i , les fécondes en fai- 
lant n ( expofant de l'abfciire ) = 1 , les troifîemes 
en faifant n = j , &c. 

93. Si dans la courbe amk ( fig* 45.) on 
fuppofe que j^* : ^/^ X A/ = a ^ — x* ! :/? ; <z , 

on aura Péquation à TEUipfe -y* c= ( ^ je — **) *it 

Mais fi Ton fuppofe que j*"*" : x" X (tf — J^)" : t 

p : a y on aura -y»-^» = x!^ [a — x)", équar 

tion aux Ellipfes des genres fupérieurs. Pour avoir 
la première EUipfe du cinquième genre , pai: 
exemple , on fera n s= i j pour avoir la féconde > 
on fera n = i , &c. 

94. Dans l'Hyperbole en appellant le premiec 



axe a , le paramètre /^ , on a ^-y'^ z=,ax -4- ^^ *• 
Mais fi on fait j^** -^ » : x"» x ( <2 + ^r )" : :<i : f , d'où 



Pon tire «- j»-*" » s=: jc« ( tf -+- x )* , : on aura 

réquatîon aux Hyperboles des genres fupérieurs. 
Les premières, fécondes , troifiemes , fi^c. Hyper- 
boles du feptieme genre , par exemple , le déter- 
minent en faifant /2 œ=; 1 , z , 5 , Sx^ 

Remarque, Si Texpcfant m-^ n de y eft 
un nombre impair , y ne peut avoir qu'une racine 
réelle , & feulement deux racines réelles fi cet ex- 



-»- 



^i^p»**" 



^ En divifant par a & naultipliauc par p » on trouvera 

V X 

y'^ =zpx^^ ^— 5 donc en mettant i tf au lieu de 4 > 

auroit y^ =px-^ ^r- , équation trouvée ci-(!eirus(ii^.jr). 
♦♦ On furpofe ici l'axe = tf & le paramètre = /^, 

G z 
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pofanc eft pair ) donc dans le premier cas à chaque 
abfciiïe il ne peut répondre qu'une ordonnée , & 
deux dans le fécond cas ^ donc dans le premier cas 
il n y a qu'une feule branche du même côçé de 
l'axe ; mais il y en a deux dans le fécond cas. 
Cette Remarque a également 'lieu pour Içs cercles , 
ellipfes & paraboles des genres fupérieurs. On va 
voir auflî que c'eft la même chofe pour les Hyperbo- 
les des genres fupérieurs rapportées aux afymptotes. 
95. Si on fait x'^ : a** Il tf" 2 J'" » on aura x'^y'^ 
c=a tf«» -^ " , équation aux Hyperboles des genres 
fupérieurs rapportées à leurs afymptotes *. Dé cette 

équation il eft aifé de tirer y = — ^— . Si on fup-» 

pôfe X infiniment petit , on ^ ^* = <» , Se y=i 

|/ 00. Mais en fuppofant if a= <» , on a ^* = o , 

6cy =s Q. De l'équation y^ = — — , on tirej^= 

y — ;^ — , équation, qui fournit les conclufions 

fuivantes» Si m Se n font impaires , ce qui arrive 
dans rHyperbole ordinaire , en fuppofant x po- 
fitif , AT* fera auffi poûtif ; donc y lera une racine 
impaire d'une quantité pofitivc ; donc j^ n'a qu'une 
feule valeur réelle, C'eft pourquoi la courbe aura 
une branche /7 (fig. 50. ) du côté des abfcifles . 
& des ordonnées pofitivçs. Si x eft négatif , at" le 
fera aufC y Se y lera la racins^impaire d'une quan- 

'^■*— ^— i— ^iWW^'""^^"^^^»^"^ ■ I II IP^— — i ^fi— ^^ I !■■■ ■ 

* Ou peut aufli faire x^ : a* i : a "" i y "* s d où 

Toa tire a^zsz y^'^^ ii^ autre équation aux Hyperboles » 
^«, ^ qui donne les m£mes réfahats que la première. 
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tité négative , racine qui ri*a qu'une feule valeur 
réelle , mais négative 5 donc il en réfulteta une 
autre branche q du coté des x Se des y négatifs. 

Si n eft inïpaire & /H ^aire , prenant x pofitif 
ou négatif, x^ fera toujours pofitif ; donc y 
fera la racihe impaire d'une quantité pofitive , qui 
n'a qu'une Valeur réelle ôc pofitive ; donc la courbe 
( fig. 51.) fera compofée de deux brandhes /> & q , 
dont la première a les abfciflfes flc les ordonnées 
pofitives , la féconde a.yant les abfciflès négatives 
& les ordonnées pofitives.- 

Si n eftjpaire & m impaire , x étant pofitif , x" 
le fera aulu ,.& y ferais? racine paire d'une quan- 
tité pofitive , qui a deux 5%leurs , l'une pofitive , 
l'autre négative ; donc la edifebe aura deux bran- 
ches , Tune p ( fig. 5z.) du côté des ordonnées 
pofitives , l'autre q du • côté des y négatifs; Si x 
cft négatif , at"» le fera auflî ; donc y racine paire 
d^une- quantité négative fera imaginaire \ donc la 
courbe n'a aucune branche du coté des x négà* 
tifs. Dans tous les cas dont nous venons de 
parler , fi l'équation étoît x*** ynziz-^ a^ -^» , il 
en réfulteroit les mêmes Hyperboles en changeant 
les X Se U% y pofitifs en négatifs & réciproque- 
ment. 

Enfin fuppofant que m 8c n font des nombres 
pairs ^ pour x pofitif ou négatif , on aiira tou- 
jours x^ pofitif , & y racine paire d'unt quantités 
pofitive aura deux valeurs , Pune pofitive & l'autre 
négative correfpondantes à chaque x pofitif ou 
négatif i donc la courbe (fig. 55.) eft compofde 
de quatre branches p^ gj q ^r qui s'étendent tant 
du côté des jc &c y pofitifs, que du coté des 
X Se y négatifs» Mais les branches de U coui?be 
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dont réquation feroit. ^^'^ y" = — û»+» font dans 
ce cas imaginaires. 

Remarqu£. Les Hypesholes dpnt nous venons 
de parler dans ce dernier ca« , ne font autre chofe 
que les Hyperboles des cas précédents unies en- 
i!emble. Car en prenant la racine quarrée jùfqu'à 
ce que l'un des expofants de x ou de ^ , ou cous 
les deux foient impairs » un aura une équation , 
dans laquelle , à caufe du double figne Hh , il 
fe préfentera deux Jlypôrbôles qui appartiendront 
à quelqu'un des cas ci^deiTus. Il eft vi(ible qu'il 
faut raifonner de même par rapport à l'équation 
à la parabole ^"» + » ^ a •» x» , lorfque mScn font 
des nombres pairs. 

9^. Difons un mot des Courbes , qu'on nomme 
Paraboloïdes. On appelle ainfi toutes les courbes 
dans lefquelles l'ordonnée, y multipliée par une 
confiante = i , ou différence de l'unité , eft égab 
. à une fbndion ra;tionelle & entière de x. Telle 
eft la courbe de Téquacion a^y =p x^ -+- bx^ ^d}. 
L'équation générale ^ts paraboloïdes eft tf"»"" ' ^ =: 
;rw-4-A .v» — i^,^^^» — ^ +û«»— »/•. 

Parce que ^ ne monte qu'au premier degré , il eft 
évident que fa valeur eft toujours réelle , loit qu'on 
fuppofe X pofitif ou négatif; donc la courbe 
(%• 54.) n'eft point interrompue , mais elle s'é- 
tend , à l'infini du côté àt$ x pofitifs & du côté 
des X négatifs. Si l'on fuppofe x irifi:ni foifpbfî- 
tif 5 foir négatif, en négligeant tous les termes, 
qui, en comparaifon de ^"* font regardés comme o, 

on trouve l'équation y s= — -— -. Dans cette 

même fuppofîtion de jr — 00, Ç\ m eft impair^ 
fera pofitif fi ^ eft pofitif ', àc négaxif fi x eft 
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négatif. Mais une courbe concinue>, daii$ laquelle 
^ doit pafTer du pofitif au négatif, doit néceflTai^ 
rement couper la |igne . des . abfciflès ; or elle la 
coupera ou en un , ou eh trois , ou en cinq &c. 
points : enforte que le nombre des intei:fe<îî:ions 
lera impair. En effet f uppofons que la courbe eft 
paflée des y poiîtifs aux négatifs en coupant une 
fois la courbe, fi elle repafle du côté des^ poiî- 
tifs en coupant une féconde fois la courbe , elle 
ne peut repaflèr du côté des y négatifs qu'en 
coupant trois fois la courbe , & ainfi de fuite ; 
donc &c.. fi ^ eft paire x étant infini , pofitif 
ou négatif, x^ fera toujours pofitif aufïî - bien 
que y ; or une courbe continue , dans laquelle y 
répondant à un x infini , pofitif ou négatif, 
eft toujours pofitif ^ ne coupeta point du tout k 
ligne des abfcifies , ou la coupera en deux , eh 
quatre , en fix &c. points , en forte que le nom- 
bre des interférions fera pair. En ef^et en pafiknt 
d'abord des y pofitifs aux négatifs , il cfoit 'fe 
faire \ine interfcétion ^ & pour repaffer auxy po?- 
fitifs il doit s'en faire une féconde , fie ainfi' de 
fuite. Si dans le dernier terme k eft négatif , en 
fuppofknt X == o , on aura jr =r — ^ ; donc îjLsm 
ce cas il y aura au moins deux interférions. En / 

effet .X étant pofitif & d'une certaine grandeur, 
y le fera auflî évidemment ; mais x étant £= o , 
y devient négatif 5 donc la courbe coupe une fois 
la ligne des abfcifièâ avant que x devienne o , & 
comme y eft pofitif lorfque x négatif eft infini , 
la courbe repafle néceffairement du côté des y po- 
fitifs j donc &c. 
97. Corollaire I. Il fuit de ce que nous venons 

G 4: 
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de dire , que toute équation d'un degré impair a au 
moins une racine réelle , & fi elle en a ptufieurs 
leur nombre eft impait. Car fuppofons tous les 
termes de' l'équation égaux à. y ^ en concevant 
décrite la courbe que repréfente cette équation & 
dont a b foit la ligne des abfcides , il eft vifible 
que les racines réelles de cette équation fe trou- 
veront en faifant y = o * j 01 y eft o au point 
' où la courbe coupe la ligne des abfciflès ; donc les 
abfciflTes comprifes entre l'origine & les points d'in- 
terfeâion font les racines réelles de l'équation. 
Mais on a prouvé qu'il y a au moins un point 
d'interfeftion , & que quand il y en a pluîîeurs 
ils font toujottïs en nombre impair; donc une équa- 
tion déterminée ** d*un degré impair a au moins 
une racine réelle , & fi elle en a plufieiurs elles 
font toujours en nombre impair. Si rincerfedbion 
ftvoit lieu à l'origine des abfciftès , il y auroit une 
racine = o , & le dernier terme manqueroit. De- 
là on peut conclure que les racines imaginaires 
font toujours en nombre pair dans une telle équa- 
tion. Car fi d'un nombre impair de racines vous 
6t€;z un nombre impair de racines réelles, il ref- 
tera un nombre pair de racines imaginaires. 

98. CoROLLAïKE IL Les équations de degré 
pair n'ont aucune racine réelle, ou en ont tou- 
jours un nombre pair. Car fuppofant la fomme 
des termes d'une équation de degré pair égale à y, Isu 
jcourbe doit couper la ligne a fl (fig. 5 j J des abfcilfes 
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* G*eft la même chofc que de faire la fomme de tous 
les termes d'une équation . égtlç z, o. 

*♦ Une équation déterminée eft celle qui ne conticxit 
qu'une mcoimue« 
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dans un nombre pair de points , ou ne la point 
couper du tout, ainfi que nous l'avons déjà prou* 
vé. Mais fi le dernier terme de Tcquation eft né- 
gatif , la Courbe coupant alors la ligne des ab- 
icifles au moins en deux points , Téquaiion déter- 
minée aura au moins deux racines réelles^ & en 
général il y aura autant de racines réelles qu'il y 
aura de points d'interfeâion ; donc il y aura un 
nombre pair de racines réelles \ donc les racines 
reftantes , s'il y en a , feront en nombre pair 8c 
imaginaires* 

99* Corollaire III. U fuit des deux CoroI«- 
laires précédents, que dans toute équation ratio- 
nelle & déterminée , les racines imaginaires , s'il « 
y - en a , font toujours en nombre pair , ce qu'on 
fait d'ailleurs. 

De quelques ufages des Sections Coniques. 

100. On fait afage de la Parabole & de rEIIipfe dans 
la conftrudioH des vaiflcaox. Lorfqu'on veut donner beau* 
coup de façons à un vaiifcau , on fe ferc de la Parabole 
pour placer le maîtri couple ( c*eft le plus ^rand couple 
du vaiflcau ). Ayant décric un reftangle m n b a ( fig. 
!5.^r) 9 dont la longueur /b n eft égale à celle du baux , 
& la hauteur m <x eft le creux du navire ( c*eft-à-dire , eft 
égale à fa profondeur , à compcer depuis le baux ) j de 
part & d'autre du milieu ^ de ic ^ , on prend les lignes 
qg a qh égales au demi' plat de la varangue ( les varan- 
gues font les pièces qui portent immédiate tnetit fur la quille , 
Ib demi-plac eft leur longueur horifontale compté à droite 
oa à gauche de hi quille ea allant vers b ou vers a , 8c 
joignant les deux dem {«longueurs enfemble , Ton aura la 
longueur entière ) ; & ayant mené go , ho perpendicu<^ 
lalrés SL ba 8c égales chacune à ïacculement ( l'accule meut 
cfi la diftancc de lextrémicé o de la varangue à la ligne 
horifontale a b) ^ on décric deux paraboles égales mo ^ 
fiOy dont Taxe commun eft la hgne mh , 8c qui doivent 
paiTer par les points 8c 0. Pour pouvoir déaixc ces psv 
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rabolei , il fuHît je trouver kur paramccre } or en pro* 
longeant h o jufques en /, & prenant une ligne' troiûe me 
proporrionnelle à rabfcifle nlùz l'ordonnée o/, on atm 
le paramètre cherché ( 15. ). Le paramètre p étant conna 
avec les foromets m & n , il fera aifé de tracer ces pa- 
raboles. Poar tracer les demi - varangHes qû , a^am tiré 
la ligne droite qio ^ on la partagera en i en deux égale- 
ment ; on partagera aufli i en deux parties égales en r , 
& par le milieu r on lui mènera la pcrpendicubtre rk 
jufqu'a la rencontre de la ligne o x déterminée , en fai* 

£iut / X == -^ » ce qui fait voir que x o eft la normale de 

la parabole par rapport au point ( x a. )• I^ point k 
comme centre , de de rintervallc A on décrira un petit 
arc de cercle oi » qui touchera évidemment la parabole 
tno , puifque le centre de ce cercle fc trouve fur un peini 
^ k de la pcrpendicuLiire à la tangente en de la parabole , 
ce qui fait que cette tangente appartient à la parabole & 
à Tare o i. Ayant tiré ki & fait le prolongement i f =: 
iA:, du point t comme centre & de rintervalle r i ^ on 
décrira un petit arc iq * concave du côté de t^ lequel 
touchera Tare i o en i » puifque ces deux arcs ayant leurs 
centres fur la même ligne , leurs rayons doivent être per« 
pendiculaires à une tangente commune qu*on meneroïc 
par le point i à Tun des deux arcs. On s'y prendra de même 
pour achever l'autre moitié; mais on fe fert de l'EIlipCe 
lorfqu'on veut donner beaucoup de capacité à un vaifleau» 
loi. Suppofant que m n (fig.5^0 rcprélente la demi largedr 
duvaiffeau'^'^, m M la ligne du creux, M ^ le demi-plat de la 
varangue , M b l'acculement. Prenez cs=:imn^(\xT es comme 
côté , conftruifc2 le quarré cxys^Aw point c & du rayon 
€ S décrivez le quart de cercle s ox ^ partagez ex en un 
grand nombre de parties égales , par les points de divi*- 



* Puifque iA = it :=iko y il eft vifible que Ipcttclc 
décnr du point t avec le rayon it ^ doit paffcr par les extr^ 
mirés i & ^ de la ligne ïq , comme Tare de cercle décrit du 
point k avec le rayon k i pafTe par les extrémités i it c à^ 
Ja ligne 10= iq. 

** Nous rappelions ain(i , quoique la vraie dettii«largeut 
f ; foit plus grande de la quantité q Af • 
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fion tirez des parallèles k x y ^ di?ifcz mb =z ni ^n un 
mène nombre de parties égales , portez chaque h fur 
la dirifion correfpondaate en prenant O H =: A , & vous 
aurez une partie »^ de la moitié du maître couple. Pour 
avoir la partie inférieure tirez la ligne b q y fur le milieu ^ 
de laquelle vous mènerez la perpendiculaire k ç jufqu'à la 
rencontre en k du prolongement de m b. Du point k comme 
centre avec le rayon kb = qk ^ vous décrirez TaVc b q 
pour avoir la moitié n bq àxi maître couple , l'autre moitié 
le condruit de même, il nous rede à faire voir que la 
.courbe nO b t.^ elliptique. Soit fuppofée mn \t petit demi- 
'axe , m ^ le demi-grand axe d'une Ellipfc. Par confit uc« 
tion les lignes /zH, ni font dans le rapport àc s h : s y ; 
puifque Içs points Â & H font fuppofés fîtués fur des di- 
vifions correfpondantcs 5 donc on a s y = cx=: mn: 
sk ^=: p o :: ni =: mb : nH =uO; donc mb i uO 
i: c X : pô. Ou (alttcrnando) mb : ex :: uO : p ; c'cft- 
à-dire que les ordonnées à la courbe n O b & au quart de 
cercle s X fotit toujours dans le rapport confiant du démi- 
laxe mb zM rayon du cercle ex ^ ou' du demi-grand axe 
mb au petit demi-axe nm 5 donc la courbe- nO b appar- 
tient à une Ellipfe *. De plus b étant Textrémiré du demi- 
*grand axe , la ligne bi perpendiculaire fur mb cflr évidem- 
«.ment tangente de TEUipfe ; or elle e(l audl tangente de l'arc 
circulaire b q , puifqu'elk e(l perpendiculaire fur rextrêmité 
,h du rayon kb àt cet arc > donc cet arc touche rElîipfe en k, 

101. Problème. Suppofunt que le report d'une mon- 
tre fait tel qu'en fe débandant fa force dicrQiJffe comme les 
lignes m p t no, s h &c. (fig, 58.), ou comme les éléments 
du triangle mp i , on demande la figure que doit avoir la 
■fufée {^ty pour que le mouvement de îa montre foit toù^ 
jours, uniforme, Soit^mp la force du reflbrt au commence- 
ment de £bn débandement , j ^ fa force , lor{que la fufée 
eft entièrement dévidée ^ mi Taxe de la courbe cherchée* 
Soit = y l'ordonnée n i qui repréfcnte le levier , à l'cxtré- 
■ ■ I I , " ,i ■ ^ ■ 

*. Car en faisant mb:=a , cxz=ib, uO '=y 9 cptr^ 
m tt t= Xi p o t=r ç , l'on aura aa \ bb 11 y"^ : ^* Mais 
par la propriété di^ cercle , j* =s ^ ^ — a? flp ; donc y* =a 
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mité duquel agît la force n o» Parce que le produit de I* 
force no X y doit être cotiftaot ♦, foit ce produit = tf. y. 
En fuppofant si:=zk8chsr=d,\es triaDgIcs fcmbla- 
blcs sih, ino donnent isish :: in t no , ou (en fai- 

Untsn=p) h : d :: b-^ p:no= j—^ • 

. j a.d d.(h^p) 
mais no X y = a^di donc no = — = j • 

a. d. b 
âonc a.h.d = d x (^H-p) X y» <« "ij- =(H-F) 

X y 9 ou tf ^ = c* = x.y , en fuppofant c moyemie pro- 
portionnelle entre a 6c b , ôc x =^1. -h (^ h or cette équa- 
tion appartient à rHypcrboIc rapportée a fcs afymptotcs; 
donc , dans cette fuppoluion , la fufée de la montre doit avoir 
la fit^urc d*Ji\ hypcrboloide formé par la révolution d'une 
Hyperbole autour de fon afymptote. 

La Parabole & l'Ellipfe font d'un grand ufagc dans 
rAftronoroie pour calculer le mouvement des Comètes Se 
des Planètes. Dans la féconde édition de nos Inftitutions 
Mathématiques , nous avons fait des applications trcs-inté- 
rcHantes de ces courbes à la Tbéoii^ des Forces Cen- 
trales , à î'Aftronomie Phyfique , à la Dioptriquc & Catop- 
trique , auxquelles nos Leâ:curs pourront avoir recours , 
s'ils le jugent à propos. 



Des Courbes Algébriques. 

I. IN ou s avons déjà dit dans les Serions Co- 
niques (89.) qu'une Courbe Algébrique eft une 
Courbe exprimée par une équation algébrique , qui 
contient le rapport qu'il y a entre les ordonnées 
& les abfcifles. Les lignes algébriques font dito^ 
du premier , fécond y troifiemè &c. ordre ,. feloit 
eue leur équation eft du premier , fécond , ttor- 
' • fieme &c, dégrér Ainfi Tequation tiu cercle j'^n: 

!^ Afin' que le mouvement des roaes (eut uniforme* 
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û* — X* , ou en tranfpofanc, j'* -+- jf* -^ a* =: o 
cft du fécond degré , & le cercle eft une ligne al- 
gébrique du fécond ordre. L'équation y^ =z ax^ ^ 
ou y^ — ax^ = o repréfente une ligne du croi- 
fième ordre. En général une ligne d'un ordre quel- 
conque peut être répréfentée par l'équation //'"-f- 
gx" -+- ky'' a:'-+- /= G , en prenant pour/jy"» tous 
les termes qui ne contiennent qu'une feule puif- 
fance dey, pour^A:" tous ceux qui ne contiennent 
qu'une feule puillance de x , potir ky^ x' tous ceux 
qui contiennent à la fois x & j. Mais / repréfen^ 
tera le terme confiant ou les termes confiants s'il 
y en a plus d'un, & l'on fera /=; o , s'il n'y a point 
de terme confiant dans l'équation, Ainfî s'il s'agit 
de l'équation ay^ -+- cy -4-3 x '■\^dx^ -i-/? ^J + 
q xy^ -+- g == o , fy^ repréfentera ay^ ^ ^y y 
,gx*i repréfentera bx 6c dx^ ^ hyr x^ repréfentera 
d'abord p >: y ^ & enfuite qxy^ ^ enfin l'on fera 

2. Problème. Etant donnée téquation d*unc 
courbe algébrique (quon appelle aujji géométrique) , 
décrire cette courbe ( fig. !.)• Suppofons les ordon- 
nées perpendiculaires aux abfcifTes , & doimons aux 
abfcilles x plufîeurs valeurs fuccelEves depuis o juf- 
qu'à ,«»,.& pour chacune de ces valeurs cherchant 
les valeurs correfpondantes dey ^ on mènera aux. 
p<Hnts correfpondants les ordonnées p m pofîtives 
ou P M négatives , & par les points m j M &c. 
oA tracera la courbe m t M* Par exemple , pour dé- 
crire la courbe de l'équation j^ — ^ jr* = o , fup- 
pofant a: = o, on auta j' = o ; donc prenant le 
point c pour l'origine des abfcifTes , la courbe paf- 
leia par ce point. Faifant enfuite j; = i , on aura 

3 

y^ z=i a Se y =z )/â i Se fuppofant a i»s J- , on 
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aura j' = î- * Prenant donc c <i = jt ^ i , on mè- 
nera l'ordonnée baz=,^ ^ & le point A appartiendra 
à la courbe. Faifant x = i , oh aura^* = 4 tf c: f ^ 

te y = ï/l ) prenant donc c/? = x = a , on pren- 

dra ^ /w s= |/î (ce qu'on peut faire du moins 
par approximation , en fe fervant des décimales )• 
Faifant enfuite fucceffivement x = 3 > 4 , &c, 7,7, 
2 7 , &c. on cherchera les valeurs correfpondantes 
de y. Faifant de même x = — i , = — 2 , &c. on 
aura les valeurs de y correfpondantes aux abfcillès 
négatives. Faifant paffer une courbe par les extrémi- 
tés dç tous les y trouvés , on aura la courbe 
Me 772 d'autant plus exadtement qu'on aura pris 
les y plus ptoches l'un de l'autre , & qu'on aura 
trouvé des valeurs pluis exaâes de ces y* 

Exemple fécond : foit l'équation de la courbe , 

y == \/x ^7 \/x^. Je remarque d'abord qu'en pre- 
nant ba ( fig. 2. ) pour Taxe & a pour l'origine des 
abfcillès , la courbe ne doit avoir aucune branche 

du coté des x négatifs j car en fuppofant x 

4 
négatif l'on aura y =: V — — x + ]/ ^ x^ quan- 
tité imaginaire. On ne peut pas non-plus prendre 

le radical v^i en — , car alors y/x^ deviendroîc 
|/ (— ar. V a:) , quantité imaginaire. Suppofant main- 
tenant x == I , nous aurons y =! i -H i > ou 
yzzi Se y = o ; donc en prenant ^ & =: i , nnm 



* a peut défîgncr i de pied ou de pouce , &c, cela eft ai- 
bîtrâirc. Si a dcfîgnc f de pied , l'unité de ligne défîgncra 
1 pied , &fi a dcfîgnc j de pouce , Tuniié de ligne défi- 
gncra 1 pouce. 



Courbes âlgâ briques* m 



t 1(1 



des branches «m de la courbe rencontrera Taxe 
en b ^ l'autre branche an paflTera par le point n^ 
extrémité de Pordonnée bn z=i i. Si ;c = àP ss 
i~ , l'on aura (par approximation ) y = !• 741 , 
& j^ = o* 047. Le point N de la plus grande or- 
donnée appartiendra à la branche an y & le point 
m de la plus petite ordonnée P /tz j appartiendra à 
la branche amb ^ S>c parce que entre ^ & A les 
deux valeurs de^ font toujours pofîtives, les deux 
branches am ^ an font (ituées au-delTus de Taxe» 
Mais en fuppofant ;p > i , on trouve pour y deus; 
valeurs , Tune pofitive & l'autre négative ; de forte 
que la branche a n refle toujours au - defliis de 
Taxe & la branche am b defcend au-deffous du 
même axe. Si l'on calcule les valeurs de y en dé- 
cimales , on,trouvera autant de points de la courbe 
ijue Ton voudra ; & cela d'autant plus exademenc 
qu'on pouffera l'approximation plus loin. Si on fup- 

pofe j: = 00 , on ay = 00 "^ ^- oo^ ==; -f- oc* 

(parce que le premier terme difparoît devant le 
fécond ) j donc les deux branches s'éloignent infi- 
niment de Taxe des abfciffes , l'une en deflîis , 
l'autre en deflbus. On peut remarquer en paflint 
que les deux branches en partant du point a tour-^ 
nent leur concavité du même côté, de forte que 
la convexité de l'une eft tournée du côté de la 
concavité de l'autre. 

Si on avoir l'équation a:^ — a: -+- j -i-J'^ = o, 
on fuppoferoit fuccefïîvement a: = 1 , 2 , j ^&c. — i^ 
— 1 , &c. & l'on réfoudroit l'équation du troifîeme 
degré qui réfulteroit de ces fuppofitions. Les ra- 
cines feroienc connoître les valeurs correfpondantès 
de y. Si l'on ne pouvoit réfoudre l'équation que 
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par approximacion , on n'auroic que des valeurs 
Approchées de y *. 

5. Problème. Etarii donnits plufiturs quantités qui de^ 
TÎvcm d'un égal nomùre d'gutres quantités , trouva la loi 
( du moins approchée ) que fuivent ces quantités. Par exem- 
ple I étant ilonnées les quantités a^ , ^^ » fg i %< 5' ) ^^^ 
dérivent des quantités da ^ de ^ df par une loi inconnue , 
trouver cette loi (du moins par approximation )• Regai- 
dant les quantités b a^ ch^ &c. comme les ordonnées & les 
quantités da ^ de y &c. comme les abfcifles d'une courbe 
qui pafTeroit par les points ^ » A , ^ ^ on fuppofera y =? 
a -{t h X -+- c x^ , en prenant autant de termes que l'on a 
de points donnés. Les quantités a ^ h ^ c font coudantes ^ 
mais indéterminées. Pour les déterminer on fuppofera que x 
étant sss day y eft = ^tf, ce qui donnera une équation 
dans laquelle on aura trois inconnues a , h Sl c. Suppo- 
fant en fécond lieu qu'ayant x ss: de , Ton a y=:eà^ 
on aura une nouvelle équation , dans laquelle il y aura 
les mêmes inconnues a , t ^ e. Enfin en fuppofant que x 
valant df, y eft =^fg » on parviendra à une troineme 
équation qui aura la même condition. L'on aura donc trois 
équations & trois inconnues df h ^ e i donc on pourra 
aifément trouver les valeurs de ces trois inconnues. Subfti* 
tuant ces valeurs dans l'équation y=a -|- b x -f- c a*, 
on aura la loi cherchée^ = d -(- b' x -f- c' *^ ( y , b* , i 
défignent les valeurs de a, ^ » c »> données par les équations 
dont nous venons de^ parler). Maintenant pour connoitre 
la quantité pm qui répond à la quantité ap\ à la place 
de X on fubflitucra la valeur cotiiiW^^f dp dans la formule 
que nous venons de trouver, •A'^f'»/» ou y ^«Viendra con- 
nue. Cette méthode s'appelle la métîuiàe dti interpolations ; '"•' 
qui eft d'un gtand ufage dans l'Afcronomie. Suppofoîns, pac 
exemple, qu'on ait trouve y=i, ^'= i,ac c' = i; 
& qu'on demande la valent de y = p m , ea fuppofanc 
jr= I + i , on aura>^ = L^j^i^j^i:— 
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* si l'angle des coordonnées était donné de 50° , par 
exemple , on meneroit les ordonnées parallèles entrelics ôc 
faifant avec l'axe des x un angle de Jo^ 
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5 -f--^ Mais Cl l'on avoic yc= J = ;z/ pour avoir x=s 
i « » on lifoudroit l'équacion c' ** -f- f x -|- ^ = </. 
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i?« changemtm des Coordonnées x & y» 

4. Soit une courbe <bm (jfîg* 4,) dans laquelte 
le point a foit fuppofé ' roriginc , & ap Taxe des 
X y enforce que a/? = xi "Si on veut changer <rette 
T>rigine de manière qu'on veuille compter les abf- 
isifl^s depuis le point d fur le même aie , l-orr 
-donnée ab zziy reftera évidemment la même qu'au- 
. paravant. Suppofons la nouvelle abfciflè dp::=.t j^ 
€Ldzr,f. Dans ce cas on aura apzz: x ^=:t-^f, Oeft 
pourquoi fi dans l'équation de la courbe on fubftitue 
a la place ^e Jif & de fes puifTances r— — /& fes 
puifTances , on aura une équation entre t &y qui 
xepréfentera la même courbe , avec cette différence 

fiue l'origine des abfciflès fera en dy au lieu qu'elle 
e trouvoit ci-devant en a. Si le point <l étoic 
iitué en D à la droite du point a j /deviehdroit 
négative , & l'on auroit xzzt^^fi l/abfciflTe D^ 
feroit négative lorfque le point p tomberoit à la 
gauche du point D ^ & pofitive dans le cas cou- 
craii?e« S«ppo{bns maintenant qu*ayant tiré la ligne 
;j^ 'p??allele à l'^ije». ^*^ ^/î"v on veuille prendre le 
-point g de^<etee4i^^.^pourl origine des abfciflei 
•v^ -Appeifantlç*' ^o^vélks abfciflès gq(.t)y & les 
«ordonnées m q ( u) , ïî on fuppoie ha^=Lgnz=: 
f^ h^^=?pq = gyOmvitz. g^ ^gn .-+- nqrz 
ha '^ ap = /-+- Jv =:r j 8c x=: t -^ fj mp 
\;=zmq'^pq^ tt — ^=r^(fi la ligne Jfétoitfituée 
, '. — » , • • :_— 

# Nous cnctndons ici- pac âze des abfciflès la ligne firr 
• ku^uelle on prend les abrcifles , foit que les. oidoonées (bieac 
perpendiculaires ou obliques à cette ligne» 

^ TcmcIL ^ H 
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au-ileflus de ddy l'on auroit y = u +g) ; c'eft pour- 
quoi fi dans réquation à la courbe , à la place de x 
on fubl^icue t-f.Ôc u — ^ au lieu de j^ , on aura 
une équation entre u ôc t qui repréfentera la même 
courbe > mais dont Taxe des ablciffes fera j 5 , & 
lorigine des abfcilTes le point g. 

5. Problème. Etant donnée l'équation â une 
courbe A m , dont les coordonnées x ^ y font per^ 
fendiculaires l'une à l'autre y trouver une équa-r 
tion qui exprime cette même courbe rapportée à 
un axe Rr oblique au premier ( fig. ^.^^-^nfup* 
pofant les ordonnées mt obliques ou perpendicu" 
laires à cet axe. Soit fuppofé le point rf > la nou- 
velle origine des abfcifles , l'angle Ktm des nou- 
velles coordonnées «= A ^ fon finus ==/>»& fon 
cofinus = q. Du point d tirant d g parallèle impo^ 
nous ferons a g ^=sfy dg = g zi p 0. Ayant mené 
do parallèle au premier axe , foit = /ti le finus de 
l'angle odt , fon cofinus =3=7 n. Menons mq per- 

fendiculaire fur dt-^ic faifons dq = t Sc^qm::zu. 
aifons dé plus les coordôiuiées obliques dt z=z r, 
tm = s. Tirons enfin les lignes o P , o- Q perpen- 
diculaires , l'une fur m j , l'autre fur dt. Cclapofc, 
le triangle reélaiigle mq t donne le rayon R (que 
nous fuppoferons = i ^ à quoi l'on doit faire at- 

tenciorl ) : cof. mtq{q):imt{s):qt'=z — ssss 

— =: sq i donc dq±ztzz dt^qt =3 r-^ J.j.'Le 

même triangle donne finus^ total ( 1 ) : fin. m r ^ 
(^ ) : : s: u zz j^s. De plus le triangle redkanglê 
772 oQ donne i lyr^' g II nimQ* =: n.y*^ n.g. 
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* A cauCc àtm6'=^'nrp -^po =y-f-^, &deranglc 
f9Ç^z=z^qid. £q effet les tii&Dglcs rectangles imo , idq 
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Le même triangle donné i JJ-H^ Il fin. Qmo 
•ou ïm. i d q (m) \(^o:s.q.Vzzy^m'^g%ni. Le 
triangle redangte od9 donne i : m :: doz=:ga + 
ap =/-+- AT : P == mf'-^'mx. Lé même trian- 
gle donne i : n I ; d o (/-+- ^ ) : </ P = n.x - 
/2./,- donc </ç = fss: ^P-*- ^P 2= nf -f- ^ j^: 
g m -•-*- J^/ffj qm^::^^^si mQ •+- ^ Q = ^n Q 4* 
<? P zzi mf ^ mx -4- » ^ «-f- /2 jy. Lorfque Tangle 
dtm devra être d^roît , on aura /? = i & ç = o. 

De ces équations on peut tirer facilement les 

nraleurs- de * & ^. En effet laiflant x feul darîs 

un membre fans le délivrer de fan coefficient , la 

première équation donne /2iV s=:r+ m y -^gm-^ 

'^f y la féconde donne m x s= u -^ m j -^ ny ^ 

n g. Faifaiit = a dans la première 6c iz^-i dans la 

'Jeconde , toutes les quantités du fécond membre 

qui ne font pas aôeâées de j^ j on a les deux équar- 

i . n x> cz m y •+• ^ ' x x f • i* 1 

tions ^ -^ , Multipliant la prentiere 

par /Tz & la féconde par n an aura ces deux autres 



# mn X CES m m y -+- m c r\ 1 r j 

équations '^ . , Utant la leconde 

* mnx :=.'-^nny '^ n b. 

de la première , rédaiiint & tranfpofant , il vient 

,(/w^+ /?*) Xy^nb-'-^ntHy & divifant par ;«*-{- /z* 

. .r= I * , Ton trouve y •zz.hb -^ macznu -*-- mt ^ g 

V 

ont leurs angles en ï oppofés au fommet , & par conféc|ucnc 
égaux , ris ont de plus chacun un angle drcnty donc Tan- 
jgle d de Tan eft égal à l'angle m de l'autre ; donc les triangles 
reâangles diq^ mo Q, ayant leurs angles zn d ic m égaur; 
ont. les angles moQ , di q igaux s d^c m Q e(b complé* 
ment de q do. ' . ^ 

* Parce cjue dans un triangle re<5bangle dont riiypo-» 
tViénufe = i , le finus d'un des angles aigus =? w , Je 
finus de Taucre angle étant = n , l'on a ip* -f- /i* = i , 

H 2 
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( en fe fouvenant que /iz* ^ «* = i ). Subftiruatit 
cette valeur de y dans la première équation ^ on en 
déduira facilement x = -+- /wir •+- n t^^^f. On 
vient de voit que u sssps y 8c t sz r^^ s q. SuhT- 
tituant donc ces valeurs au lieu de u Se de r , 
la courbe fera rapportée aux coordonnées s 6c r. Si 
l'angle dt/?i eft droit , on aura qz=:oypzzi ^uizzs Se 
t=^r. Ces déterminations peuvent s'appliquer a tout 
axe d P (itué dans le plan de la courbe & faifant un 
angle quelconque^avec le premier axe. De plus il eft 
évident qu'en fubftituant à la place de ;r & j^ let 
valeurs que nous venons de trouver , dans ^ nou- 
velle équation à la courbe les t Se les Uy ou les r Se 
les s ne monteront qu'au même degré que les x 
Se les ^ 9 ou leurs produits , & que le degré de 
l'équation Sc par conféquent Tordre de la courbe 
ne changera pas par cette fubftimtion *. 

Si on a une courbe mm { âg* 6. ) <iont Taxe des 
abfciflès foit a p , Torigine des x en a hors de la 
courbe , ou en a! fur la courbe , ou en A dans 
la courbe , (i on change les x en ^ ^ les dm^ qm 
on a p j a' p , Ap deviendront y y Scies p m de- 
viendront ad y a! q y Kd^ovL x ScXz ligne nady 
OM'n a! q y ou nPid deviendra l'axe des abfciflès j 
or cette fubftitution ne changera pas le degré de 
réquacion , ni par conféquent l'ordre de la courbe. 
On appelle axe des ordonnées une ligne droite pa- 

.puifquc le quarré de l'hypothénufe eft égal à la Tomme 
des quarrés des deux côtés qui comprennent Taugle droit» 

* Si la courbe étoit rapportée aux coordonnées obliques 
ries y on pourroit% rapporter aux coordonnées perpendi- 
culaires / & «en faifant j=- & r=3/ ^^ / j, lefîgne -f- 

auroit lieu fi Tanglc dtm étoit aigu & le fignc — s'il étoit 

obtus. 
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rallele aux ordonnées & qui paflè par l'origine des 
ablciiles; & il eft vifible , par ce que nous venons de 
dire , qu'on peut changer l'axe, des x en celui des y j 
& réciproquement fans changer l'ordre de la courbe. 
Suppofons maintenant que l'angle H Â ^ ( fait 
par l'axe A ^ des x & l'axe A H des^^ ) eft obli* 
que ou droit , comme on voudra, 8c qu'on veuille 
rapporter la courbe aux nouveaux axes AB , Ak 
\{ig. 6. A) qui font entr'eux un angle quelconque. 
Je prends A A = i ( x (leniiie l'unité de ligne) = A ^ 
& je mené h C parallèle à A ^ , h H parallèle à 
A B , ^ B parallèle à A fl ; & fuppofons que l'on 
9Xt Ai : bB :: 1 : p ^ &c Ab : ABi: i : q. Les 
triangles H A C, A B^j ayant leurs cotés parallèles , 
font lemblables & donnent AB:A^::HA:CA 
& AB :BA::HA:CH. SidonconfaitHA=r, 

AHssss y on aura q : i H r : C A = -. Mais i : 

J 

/::A*:^B::CA;CH;doncCH=^;&AC 

s= j — — . Maintenant puifque VE= Ad étant = x 

par rapport à l'axe AA, & iE = AF étant^, fi l'on 
Fait E^ ( parallèle à Ah ) = Af =«&/£ = 
A^ ^ t > '^^ triangles femblahtes A C A ^ A F/ 

donneront i : s — — : : u : AF = y = ja — ^ — • 

# 
On aura auflî AA : C A : : A/: F/, oa i : - : : « : 

F/=«^ Donc * = FE=F/ + A<E:i^+ç. 

Subftkuant.ces valeurs à^ y 6c éc x dans l'éaua^ 
cion de la courbe , elle (era rapportée aux coordàn^ 
n^s fi &.'r ^ & aux axes.Âfi & Ait. Si l'oa vou^ 
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loic feulemenc changer l'axe A b des x pour rapport 
ter la courbe aux axes Â H & A B , Ton feroit 
Afi = i, ^fisesiz, Aif =: h y Sc les triangles 
femblabies ABA, Ad g donne toient i : a :z Ag 
( que je fais = ç ) • ^^ = /? i donc Hg = E </ + 
d g == y + tf:j = «. Se y s:^ u — â:{(fila ligne 
AB étoîc ficuée au-dei&is de A3 , on auroity =« 
i/ -f- a !{}. Si Ton fait maintenant i : 3 : : A fi : A ^ 
Il Ag : Ad :iz X zz bj^j & qu*on fubftitue dans 
l'équation de la courbe les valeurs de j' & de x que 
jious venons de trouver , elle fera rapportée aux 
axe$ A H & A B. Si lorigine des abfciflès a paÛe 
de a en ^ ( fig. 5.) & ^^^ l'angle des coordonnées 
ait varié , on pourra fe contenter d'écrire :f -H 

jy^^-^' — — "^ ^w «eu de. AT & de y. 

6. .Cherchons maint^ant quelles font les lignes 
géométriques du premier ordre , défignées par une 
équation quelconque du premier- degté^cpmpofce 
de X y y & confiantes. Soit l'équation gériérale dii 
premier degré ny => ma. ^ mx ^ ou y ===: 
m a -f- mx ^tr ' 1 • / 

. ^ ^^, rgjHicleiire » t^^utes les quantité? 

confiantes y de mit cœfEciefet.de x qui penc être 
pofitif,ou négatif. SurJailigrie/n^'C fig. 7. ) qu'on 
prendra pour l'axe cies. abvilïôs ^ qu*Qn. fuppofera 
pofîtives du~côté de n 'Se négatives du côté de /72 , 
ou réciproquemei^t ^,en fuppolÀnt ies-ouaçitités^i?^ 
yn^'à pomives ,' prehonV le 'pointa pour rorigîne des 
abfciues & feifpn? C ^ ={ ^ Si l^on fait^r qh^triefrii: 
prôpoxtionnélfe atix lîgries données 72', m^ a ^ éle- 
yanr '<«r perpendicoUirea^enr i la Iignd*i^'A!y-*pair 
le poioc C- & te "point r on mtijera te ligne^dmicfe 
JS (/.qui ;répaiklca i^ lEëd^iftfikfti^^opofé;^. -En ê^fâc 
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fuppofanc auznx y Torclonnée 14 q (parallèle i rqy^ 
= ^ , on aura Cu zz Ca •+- au zz a -+- x , & 
à caufe des triangles femblables C/ar ^ Ci^f on 

aura Qa Ctf) : «r ( — J II Ca (« -+-^) : tt^ 



si: jr ^^ ^ 5j q,^ luppole a == , on aura 

^r== — = 0, & réquarion deviendra y = , 

Faifant C/ = n^ fg = m Se menant par ^ & C 
la ligne dh^ on aura la ligne cherchée 3^ en Aipr 
pofant Torigine des x en C^ En effet les triangle*, 
femblables Cuq^ ^fg donneront Cf{n) : fg\m) 
llCu(x){i caufe de Torigine des x tnC)i uqzz 

^= — • Si û ctoit négative l'équation feroit^ = 
\ i ^ Prenant C A := — tf , le point A pour 

Torigine des abfciflès , & AR=— — (AR eft 

fituée du côté des y négatifs ) , les points R & C dç-, 
términçront la pofition de la ligne B d^ En effet les 
triangles femblables C A R , C « ç donnent C A (-^a) :. 

AR (=^) ::C«=A«— CA«3^— «: 

u q zzy =— , Si luppolant m j riy a ppr 

fitifs , X étoit négatif , on auroit y = ^ 

quantité pofitive lorfque * < ^ : or les triangles 
CfffjCra donnent. C a (a) t jar f — J II C/ 

{a-^x) : gfzz y =; • — '^^^ — . Si dans cette 

H4 
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même fuppofidon on fuppofe x zz a y Ton aura 
y = o , ce qui d'ailleurs eft évident , puifque y 
devient o en C , où l'on a aC (-.— Ap)=:Ctf = tf. 
Si dans cette même fuppondon ^ > ^ » y fera négar 
cif : car les triangles V Q C , Cra donnent a c 

— :: CV(-x+i2):YQ=^ = ;; * 

quantité négative dans x:e cas. 

Si m Se n font toutes deiix négatives , la valeur 
de y ne changera pas , parce que Pime fe trou« 
vànt au numérateur , l'autre fe trouve au dénomi- 
nateui:. Mais (i l'une des deux feulement étoit né- 
gative » la pofition de la ligne B <f en feroit chan- 
gée , de forte que q u deviendront uh ^ les ordon- 
aées pofitives aeviendroient négatives & récipro* 
quement. 

Si Tune des inconnues x ^ par exemple > mahr 

quoit dans l'équation , l'en auroity = — , quantité 

conftante* Dans ce cas la ligne demandée feroit pa- 
f allelé à la ligne des abfcifles. En eflfet , en fuppo* 

faut I» o = — , il eft évident que toutes les or- 
données yn a » /iB termbées à la ligne oB parallèle 

à l'axe mn y font éeales à — , Si dans ce cas on 

... ^ a 

fait û = o , y fera =c o , c'eft-à-dire que t> B fe 
confondra avec m n. Si l'inconnue y manque dans 
réquation de manière que Ton ait une équation 

de cette forme jc = — . il eft vifible ou'en 

comptant les abfcilïês depuis le point C S^fai- 

vxtQn HZ — , on aura G^ :::= i>B=:y=3t — ^^ 

ainfi la ligne cherchée feroit une ligne B n pa^ 
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rallele à Taxe des ordonnées /? C ( on fuppofe Tori- 
gine des x en C ) , & fi on fuppofoit ^ =: o , on 
auroic a: = o. Donc cette ligne B /2 fe confondroic 
avec C p axe des ordonnées. 

7* C9R0LLAIRE. De ce que nous venons de dire» 
il fuit évidemment que toute équation du premier 
degré à une ou deux inconnues repréfente une 
ligne droite & non une ligne courbe y ainfi les 
lignes du premier ordre fe réduifenc toutes à la 
ligne droite. 

De quelques propriétés des lignes de tous les ordres. 

8. 11 eft vifible par les premières notions de la 
Géométrie , que deux lignes droites dtfTérentes ne 

{meuvent avoir deux points communs ; donc une 
igné du premier ordre ne peut être coupée qu'en 
un feul point par une ligne droite. Je dis aufli . 
qu'une ligne du fécond ordre ne peut être coupée 
qu'en deux points , une. ligne du troifieme ordre 
qu'en trois points \ & qu'en général une ligne de 
l'ordre n ne peut être coupée qu'en un nombre n de 
points par une ligne droite quelconque. En effet, 
loir l'cqaation générale des lignes du fécond ordre 
y^ H— y- {l X -t- n ) •+- m AT* -+- p X -+" j = o. 
{ Nous n'avons point donné de coefficient à y* , 
parce qu'on peut toujours délivrer lé premier terme 
d'une équation de fon coefficient , comme nous 
l'avons vu dans le Calcul ). .11 eft vifible qu*on 
trouvera les points où la ligne des abfciilès coupe 
la courbe , en failanr ^ =: o ^ parce que dans ces 
{Joints j' eft = o ) , ce qui donnera m x^ -f- p x 
Ém^ q «=: o. Mais cette équation étant du fécond 
degré ne peut avoir que deux racines ; donc U 
ligne des abfcifiès ne peut rencontrer la courbe 
qu'en deux points , & u la fuppofitdon de ^ = o. 
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rend les valeurs de x imaginaires , la courbe ne 
peut être rencontrée par la ligne des abfcîflès, ce qui 
peut arriver lorfqu ayant changé la polîûon de Taxe 
des abfcilTes (n^ 4 & 5.), le nouvel axe fe trouve 
tout-à-fait hors de la courbe. Si l'on fait •*•=<> 
en prenant l'axe des x pour celui des ^ & récipro- 
quement , -on trouvera j'* -+- /? j' -f- f = o , équa* 
non qui , comme la précédente , ne peut avoir 
que deux racines ; donc l'axe des ordonnées ne peuç 
couper une ligne du fécond ordre qu'en deux points^ 
De plus , parce que Ton peut prendre v 5 ô telle 
ligne que Ion voudra pour Taxe des abfciflès > 
lequation de la courbe reftant toujours du même 
degré , il eft vifible qu'une ligne du fécond ordre 
ne peut être coupée qu'en deux points pat une 
ligne droite quelconque. Mais elle peut être coupée 
en un feul point , comme il* arrive a la parabole qui 
eft coupée en un feul point par fon axe. En général 
en fuppofanc y =: o* dans une ligne de Tordre n , 
repréfentée par l'équaiion ^" -+- p x y^'^^ -t^ 
q x** ^^ /a:» - * -4- rf = G , on aura ^ ^ •+-■ 
A A-* - ' H- ^ = o , équation du degré n , qui ne 
peut avoir que n racines ; donc cette courbe ne 
peut être coupée par la ligne des abfciffes , ni par 
aucune autre li:Tne en un nombre de points pluç 
grand que n. \{ peut fe faire qu'elle ioit coupée 
en un nombre moindre de points , fi quelques- 
unes des racines de cette équation font imagi- 
naires , ou même en. aucun lî toutes les racines 
de l'équation dont on vient de parler font ima- 
ginaires. 

9. Théorème ciNERAt. Une droite quelconque^ 
ne peut rencontrer une ligne (Tun ordre n j qu ta utk 
nomtre n de points. 

xo. Problej^e. IXitxrmn^f U pofimn i* urm 
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ligne d'un ordre quelconque n. Soit Téquation des 
lignes du premier ordre jk= — •+- — =^-f-c;c 

en faifant — = ^ & — = c. II eft vîfible , par ce 

n n ^ ' 

que nous avons déjà dit ^ qu£ la pofition d'une ligne 
droite B d (fig.y.) ne dépend que de la détermination 
de ^ & de c , ou du rappoft du coefficient de a: & 
de la quantité confiante. izis qui entre dans l'équa- 
tion au coefficient de y ; donc une ligne droite 
n'admet que deux déterminations , ou , ce qui 
revient au même , la pofition d'une ligne droite 
ne dépend que de deux points ; ce qu'on fait d'ail- 
leurs. La pofition d'une ligne du fécond ordre ne 
dépend que de cinq points. En effet, prenant l'équa- 
tion générale du fécond degré , qui peut repréfenter 
toutes. les lignes du fécond ordre , p = a + ^x + 
^^^•+-rf>'-+-/>ry-|-j*. Ayant prisa/? (fig. 8.) 
pour l'axe , & le pcânt a pour Torigine des at , fi 
on. fuppofe j =; o i on aura :c = o : car rien n'em- 
pêche de fuppofer l'origine des abfciffes fur un 
point de la courbe ; or alors à y = o répond 
y ss o } donc tf 5=Œ p. Faifant enfuite fuccelÏÏve^ 
ment j =/?B, xzs^apsyz^p'cy x z=: ap' 3 
yzr. dp'\ X =r ap'' ^y szp^^' f^ a: = j /?'", on aura 
encore quatre nouvelles équations y au moyen def-t 
quelles on pourra déterminer les conftances ^ j c > 
ij f. D'ailleurs on a trouvé iz = o ; dope une 
iignë du. fécond ordce admet feulement cinq déterr 
ininations, 6c fa pofition ne peut dépendre que 
de cinq points j & parce qu'une, ligne quelconque 
du troifieme ordre peut être repréfentée par une 
équation à dix termes , ainfi qu'il eft aifé de s'en 
convaincce en prenant une équation générale du 
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noifieme degcé , que parmi ces dir termes il y en 
a un de conftanc , 8c qu'on peut fuppofer le terme 
où fe trouve y^ fans coefficient ^ on trouvera par 
la même méthode qu'une ligne du troideme ordre 
admet neuf déterminations ^ c'eft-à-dire , eft dé- 
terminée pat neuf points > et en général une (igxie 

d'un ordre n admet feulemeut -^ détermî-* 

l a 

nations » de (one G[ue fi le nombre des points par 
lefquels on veut faire pailèr une ligne de Tordre n > 

eft naoindre que -^ , on pourra faire paUèr 

y 

par ces points une infinité de lignes du même 
ordre. 

Remarque L On fait par les Éléments de Géo« 
métrie que la poiition d'un cercle ne dépend que 
de trois points ^ & que deux cercles dinérents ne 
peuvent avoir trois points communs y donc quoi« 
qu'en général on pmiTe faire pafTer une infinité de 
lignes du fécond ordre par trois points donnés» 
cela ne doit point s'entendre de toutes les efpeces 
de lignes de cet ordre. 

Remarque II. Avant de. pafTer plus loit> ^ nous 
ferons remarquer que pour qu'une ligne appar- 
tienne à un ordre n ^ il eft neceilaire que l'equa-* 
tion du degré n , qui reprefente cette ligne y ne 
puiflè pas être réfolue en taâeurs rationnels y c'eft-- 
a-dire y que cette équation ne doit pas avoir de 
divifeurs commenfurables , autrement elle &roit 
compofée d'autres équations d'un degré inférieur; 
qui reptéfenteroient des lignes d'un ordre infé- 
rieur. Ainfi l'équation y*— ^y— Arj + tfx = o^ 
ou {y — x) X (y — a) =: o , eft compofée de deux 
équations qui font toutes les deux à -une ligua 
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droite. En effet fi Ton fuppofe que l'angle B C /i 
(fig. 7.) efk demi-droit » on aura toujours Cuzs 
X :=z uq ^=y i donc l'équation y — • x == o eft 
à la ligne droite. L'équation y-^-a = o , ou j = a 
eft aum à la ligne droite : car fuppofarit p parallèle 
à mn j 6c Cp =: yz , on aura toujours Cp = mosx 
^n:zzy z=ia. On peut voir auffi qu'en multipliant 
une équatioji qui repréfente une ligne de Tordre n 

far une autre équation qui repréfente une ligne de 
ordre m , on auroit une ligne de l'ordre m -H n 
en apparence, qui ne feroit pas cependant de cet 
ordjre \ ainfi une équation du cinquième degré pour- 
roit paaroître repréfenter une ligne du cinquième 
ordre, quoiqu'elle ne repréfentât que deux lignes, 
l'une du fécond , l'autre du troifieme ordre *. 

Des Lignes du fécond ordre^ 

n. Nons avons dit ci-deflus (7.) qu'une équa- 
tion générale du premier degré à deux inconnues , 
ne repréfentoit qu'une ligne droite. Voyons mainte- 
nant ^quelles lignes repréfente l'équation générale 
du fécond degré ^* •+- Ixy + ;72Ar*+j=:o, dans 

-H ny +px ^ 
laquelle font contenues toutes les lignes du feconil 
ordre , fi on en excepte celles dans l'équation def* 
quelles ne fe trouve pas le quarté de^ j & defquelles 
noui parlerons dans la fuite. Soie cp d (fig. 9.) une 
courbe quelconque exprimée par notre équation ^ 
dans laquelle a B , foit ssss x ic B ir tss y , il eft 



* On appetie ces fortes de lignes , lignes complexes. Celles 
au contraÎTe dont l'équation n*eft pas réfoluble en fadeurs 
rationnels , s'appellent lignes contimus*^ lignes Mcomplexef- 
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facile de voir au'il eft ncceflaire (jiie y ait deux 
valeurs ( à caule du quarré y* qui fe trouve dans 
réquacion ) repréfentces par Bc ScBd. Cela pofé 

faifons:K = «- \ — —^y,ouy + —^- = u. 
Prenant les quarrcs des deux membres & tranfpo- 
fane y on trouve y'' -+- /^J^ = '^ ~ -~ 

il^ — - , Subftituant cette valeur àcy^ -^i xy 



4 -+-« J^ 

dans Tcquation générale ci-deflus , elle fera chan- 

gce en celle-ci u^ — ■— - -f- ^ s= o. 



/» «* Inx 



^ m X* •+• /^ >r 



Voyons maintenant ce qui arrive de nouveau dans 
la figure par ce changement de forme. Pour avoir 
la valeur de « , il faut ajouter premièrement à la 

ligne B ç =y , la quantité -• Cela fe fera eu 
prenant fa parallèle à ^c , & «=-^ , & tirant/^ 

n 

parallèlement à ^B : car par-là c^ fera ==y + - > 
fg^=:aB y étant x. Il faut enfuite ajouter icg-y 
que nous venons de trouver, la quantité -- 9 ce 

♦ ULZIIJL cft la moitié du coefficient du fccotx! terme, 

en fuppofant Tcquation ordonnée par rapport à ririconnuc 
y, & cmifidérant X comme conntfé. Voyez dans T Algèbre 
comment il fout s'y prendre pour délivrer une équation de 
fon fécond terme» • 






h 
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que nous ferons en cette manière, Faifons fi : ih \l 
z : i *. Menant ik- parallèle idc ^ par les deux 

points fj h on tirera/ A: A & Ton aura gk z=. ^-^ 

En effet les ttiangles femblables fk i j fgk donnent 

fi : iK'-'- fg' gh'.'.i-'l; donc gh = — 'J. — 

2. 

— ; donc c h =:y -J -4 «= « , en fuppo- 

fant toujours fg c=s x. 

Mais parce que l'équation eft entre u 5c x qui 
ne font pas coordonnées , puifque z^ ou cA n'eft 
pas terminée par fg j nous chercherons Téquation 
entre u^=ich^ & la ligne /A tr= :f , à laquelle les • 
u fe terminent. Suppofons la raifon de fi à f k qui 
eft connue par la conftrudtion, ** = 2 : A:^- donc 

on aura x \ '{W z\k ^ ic x ^sss, — ^ Cette valeur 

de X , étant fubftituée dans la formule \ donnera 

» ^ ~ -r^ — — Œ o. Il eft évident qu'eu 

opérant ain/î nous n'avons fait que tranfporter k 
ligne des abfciflès de û B en fk ; donc Téquation 



* Si., par cxcmhic , /= 4 oa aura fi : iki: z i ^ * i 
I : 1. On prendra donc daas Ce cas k i= t,fi. Si /s= x , 
on TLMXAfi = xiSri» &c. • 

** Puifque le rapport de /i : ik = x : l^ counoifTant /i 
on connoîtra ik ; donc dans le triangle /i 1^ on connoicea 
deux cotés & Tangle i compris entre ces côtés : car la pofition 
de fg ^ de ki eft coonae ^ ainû Ton connoîtra l'atitre 
côté fk. 



\ 



\ 
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que nous venons de trouver ne renferme pas moins 
les lignes du fécond ordre *. ^ 

Cette équation fait voir que u a deut valeurs éga- 
les , Tune pofitive , l'autre négative ; donc dh^zch ; 
donc toutes les lignes parallèles à la ligne d c font 
coupées par fh en deux éealement \ donc fh eft un 
diamètre** & de une double ordonnée à ce diamètre. 

1 1. On doit faire une grande attention au coeffi- 
cient du fécond terme de l'équation que nous ve- 
nons de trouver : car c'eft de ce coefficient que dé- 
pend la diverfité des lignes du fécond ordre. Ce 

coefficient eft r» Maintenant il peut arri- 

ver trois cas : i® que 4/72 = /*. Dans ce cas ce 
coefficient eft = o , & le fécond terme s'évanouir. 

1^ Il peut fe faire que m > - , alors le fécond 

terme eft pofitif , il fera au contraire négatif iî 

wï < -• Cela pofé changeant « en j' & :{ en a: , les 

4 

trois cas dont nous venons de parler feront reprér-* 

fentes par les équations 

^* — i:ir — ^ = o , en fuppbfant 4 w =«= /* 

j^*+tf X*— ^^ — ^=:o,enfuppof.-^ — — =5 ^ ; 

* * quantité 

po(îtivc« 

>'*-'tf:v*^^A: — c = o, enfuppof.^ — -7^=— tf, 

* quantité 



négative. 



♦ 11 faut en excepter les lignes dans 1 équation defquelles 
le quarré^'* manque, ainfi que nous l'avons dit ci-dcfTus. 

** Nous entendons ici par diamètre uqc ligne qui partage 
:(c$ doubles ordonnées en «Jeux également , quelque fok 
Tangle des coordonnées. 

u 
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Il eft aifé de voir qu^ott à fùpf>ofé — ^ 






ta — ^ ,&--—'-+-* ç s:-^.c> Dans la première 

formulé fi x augmente à l'infini , & qu'on fijppofe 
h Se X tous deux pofitifs ou tous deux néga- 
tifs , il eft sûr que y aura deux valeuw réelles & 
égales cntr'elles , Tune pofitive , l'autre négative* 
Mais fi l'un des deux étaïit pofitif , l'autre eft 
négatif , les valeurs de y feront imaginaires , du 
moins en fuppofant x =» 0© j donc la courbe ne 
peut avoir que deux branches infinies d'un feul 
côté. Il n'eft pas difficile de voir que fi l'on avoir 
une équation de cette forme at* ^ *j^ «- c = o , en 
changeant x en y Ôc réciproquement , il en réful- 
tèroir une équation de la forme ,^* — ^at — ^=0, 
qui donne la première formule. 

Si dans la féconde équation l'on fuppofé x pofi- 
tif ou négatif infini , les Valeurs de\y feront 
imaginaires ; donc la courbe n'aura point de bran^- 
ches infiniesv Enfin dans la troifieme équation fi x 
pofitif ou négatif devient infini ^ y aura toujours 
deux valelts réelles , c^eft pourquoi ta courbie aura 
quatre branches infinies , deux dû côté des x po- 
iitifs & deux ^u côté de? x négatifs } donc il y a 
trois efpeces dé lignes du fécond ordre , la première 
ejfpece s'appelle Pa,raboU j la féconde EUipjt ( dans 
laquelle on comprend le cercle J ^ la troifieme com- 
prend les hyperboles oppoféts. 

Revenons un itaoment i Ja formule générale» 
Nous venons de voir que la courbe étoit une para- , 

bole , lorfque 4 /» £= /^ , ou m ses —• Mais dans 

4 
cette hypothèfe la fomme de toijs les termes dans 
Tome /// ' 1 
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lefquels la fpmme des expofancs des indétennînces 
X ôc y cAe= ly eft un quarrc parfait y* -*-H Ixy 

m^m m X* fiscj^* •+• ixy -+- - ** > donc cette fôm- 

me peut fe rcfbudre' en deux faâeun égaux- ^ donc 
toutes les fois que y^ -^ Ixy -+> mx^ pourra fe 
réfoudre en deux fadeurs égaux ^ Téquacion fera 

à la parabole. M^s fi m -^ - eft une quantité po- 

fitive ( ce qui donne une Ellipfe) , y^ -^ixy -|- 
mx^ ne pourra pas fe réfoudre en deux faàeurs 
réels ; donc lorfque cette dernière formule ne peut 
pas fe réfoudre en deux fadeurs réels , k courbe 
eft une Ellipfe. Enfin j<* ^^Ixy^m»^ feréfbuc 

en fadeurs réels ^ , fi m — i- ~ eft une quantité né- 
gative , c'eft le cas de l'Hyperbole y donc la courbe 
feca une Hyperbole toutes les fois que cette formule 
fêta réfohible en fadeurs réels inégaux; On peut 
donc reconnoître facilement dans les différents cas 
ces trois efpeces de courbes^ Venons à la Parabole. 
1 3 • La formule générale dé la Parabole eft celle- 
ci , j^* = ijp -4- c = * x {x+ jjm Faifant ^ -f- ^ 

txî ( ce qui ne fait autre chôfe que changer lori- 
^e des abfcifles ) , on aura j* = A ? , ou changeant 
:f en :r , ^* == * X, ou en faifant b =/? , y^ =/? x , 
équation à la Parabole , ainfi que nous l'avons va 
dans les Sedions Coniques. Si t étoit négatif^ 
réquation feroit j<* as — ^ x. C'eft-à-dii?e qaaœt x 



* Povit faire cette ré foludôn , on n*a qu'a fnppofer y^ 
Ixy -f- mx^ =so, & chercher les racines^.de* cette écpz 
tton, eît regardant y Comme riûconaaci* 



Go,U.R.B,ES Ali G 3^ BRIQUES. . l^l 



i^' I 



|)o(iti£s répondcoient des. jf imaginaires , & des. j[ . 
réels ^ux .v négatifs : car x étant négatif on aura 

1 4^ Paflbns à la formule de rEUipfe y* + « at* 
^3;if— .<:s=C)^ou^+^— = 0, oa 

é as ■ 

>>1j_ »--ii: ij_*l il*— Ci 

a- a a 4^ 44 • * . 

on transfère rorigine des abfcifTes. en fai^t x *-r 

^ — = r > on aura a: -r -*— »-H — : = r^ Subftii- 

tuant :(^ à la place de fa valeur dans la dernière 
formule, pn trouve cette équation plus fimpïç 

^ + z- ie=o,ou^i=-5— rMleftvifî- 

a ^ 4a a 4a* ^ 

<: c' 

ble que y fera imaginaire ( il en efl» de m|me de 

b* c 

la courbe ) toutes les fois que ~ + -• «ft nn^ 

quantité négative ; c'eft-à-dire , que dans ce ca^ 
réquation ne repréfence aucune courbç poilible. 
Pour donner une forme plus commode i i'éqna-. • 

tion , fuppofons ^* «= ^1 + j^ & y^= r. S^bfc 

tituanc ces valeurs ôç change^ni | çn x , on ^r% 

tion à une Ellipfe dont les demi-diametres feroienl 



«^ On ne fait <]tt*ajouccr & retrancher — 5 > ^^ î*^* P^'V 

ividemment fe faire, 

l 1 
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^ — — — — 

fScg. Si on fait f^g, i» vicnt/=îa ^* — ^% 
équation au cercle lorfque l'angle des coordonnée» 
cft droit , & aux diamètres conjugués égaux de 
rEllipfe dans le cas contraire. 

1 5 . Exammons enfin la dernière formule y* — 
fix"^ — bx -^c =^o (qui appartient à l'Hyper- 
bole ). Divifânc par a > ajoutant Se retranchant en 

mcme temps — , nous aurons 'T* — ** — ";; 

Z. L. _—-.■= ô. F^ant a: -H — sas r , 

4a* ^^ 4^* tf X tf ^ 

l'on aura f s=x ** •+-. h 77 » fubftituant — ç« 

i la place de - x* ----- - --^* il vient— - ^* 

il — i r= C. Msûntenant £—,>-» fuppofanc 

î =: ff^'^ =: f- , & changeant f en x on 

4J* tf ^ ' tf / * ** 

aura l'équation il^* -. x* + ^* = o , ou tranfpo- 
fant & divifant pr le coefficient du premier terme , 
^» c=« £-. (^;c*— ^» ) , ou changeant /en i 8c g 

en tf , ^'^ = -^ (x^ — O , équation à l'Hyperbole. 

Revenons à la formule & fuppofons que — 

— î eft une quantité négative = — g^* , nous au- 

rons Tj y^ »« l* -+* 5^ ( ^"^ fuppofant toujours 

^-=i~\ ^ ou changeant |^ en a , /eni , ^ en x , 
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Se divifanc tout par le coefficient du premier mem- 

bre , ^* OBB — ( X* + û*) , équation qui appartient 

encore à l'Hyperbole. Si a = A Téquation fera à 
l'Hyperbole cquilatere. 

h^ c h"- c 

Suppofons enfin — -_ — --=o, ou — ses— ^ 

Subftituant x à la place de :{ , & -^ à la place de 

— , on a l'équation -^ xy^^^^x^^ ou en prenant les 

racines,-^ = ;(r , équation à une double ligné 

droite C B , C ç : car faifant Ca = *,tfr=flç 
= ir, les lignes CB (fig. 7-) , CA prolongées à 
l'infini fatisferont a. Téqiiation , les C « feront 
les X ^l^suq^ \qs y poutifs , les u A les négatifs. 
£n effet les triangles femblables Car ^ Cuq don- 

h y 

nent b : c : : x : y , d'où l'on tire x = -^. Les 
triangles Ca \^Cuh donnent Ca i a\^\\ Cu : u h. 

by 

OU r : ^ :: — ^ : x s= — _- (parce que a\t9i 

h y 

dans une fituation oppofée à r^ ) = — • 

16. Voyons maintenant quelle courbe défîgne 
l'équation générale du fécond degré , lorfque j* 
ne s'y trouve pas. Dans ce cas la formule peut 
•'exprimer ainu j:j + /n** + P ^ + ny -^-q 
«= *, Si on fait >'+/»^ +/?==«, en fubfti- 

* Il n*y a qu*à fuppofcr que le terme zSz(ki de xy eft 
le premier terme de réquaûon , & qu'on a tottt diviU pat 
le cQÇ$cie.QC' dç ce tç^me^ 



^^ — • ■ 
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tuant u i la pkiîe de fa valeur » nous aurons 
lequation xu + ny + q ^z o. Multipliant u Scdx 
valeur par n y ajoutant nu Zc retranchant le pro- 
duit de k valeur de u par /x , il viendra (A) xu^ 
»a — /»«x — /i/7+^=:o« Voyons quel change- 
ment produit dans La courbe cette fùbmtution. Soit 
*eq (ng. lo.) ta courbe de l'équation » a^ = jr^ 
b c z=.y. Pour trouver u il faut ajouter à j^ ta quan- 
'tité p. Ainfi du'point a menant aj parallèle à ck 
& égale â la conftante f y &c par le point / menant 
fo parallèle .i i a j b g fera = /i = a/, c g ^=:y 
+ p 6c fg s= a b p= x. U faut encore ajouter 
mx y c'cft-i-dire , une ligne qui foit à x comme m 
'eft à l'Unité. Soit fo : ok :i i i m. Suppof^nt o k 
-parallèle aux ordonnées , menez fk. Les triangles 
femblables fokyfgh donneront fo i ok Zlfgi 
^gh II i i m } donc fg X m^ ou/teif«=i x g à 
-s= gk ; donc c h nzy^mX'-^pzsu. Telle 
eft f équation entre ck & fg. Mais cherchons 
l'équation entre choc dhy afin que les ordonnées 
'foient terminées aux abfciflès. Pour cela foit fo: 
:fk : : I : A:. Faifant fh=::[yOn 2x1x2, f g : /A.> 

ou AT : :f : : 1 : > & par conféquent ar = !• 

Suftituant cette valeur de x dans Téquation A > 

nous trouverons ~r + ^« -* ^ -, ^ '^np + qz=:o^ 

eu ôtant la fraûion y:(u^nku ^--^mn:[^^nitp 
'■f'-qkzi: o. Il eft aifé de voir que la courbe n*a 
•point changé par cette -fubftîtution. Seulement on 
a tranfpofé Torigine de« ahfci(C^ de la ligne ^ b^ 
a la ligne fh. 

Maw continuons, les fubftimtions. Soit j + 4iit 
jszx ^ ou:( = ;(f — /2^, prenant df^sEznk^dhsz 



/ 
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-df+fh fera = :{ i- nk=:x. Soit de plus •« — 

.;iz /2 =jy * , ou ii rc-y + '^ '^ > en fubftituant ces 

valeurs de':; & de*^ dans k dernière équation à la 

courbe , il viendra o^y + i» n* X: — n^p -f- q-^J^ = o. 

Prenant donc parallèlement aux ordonnées dm:tz 

.mn = r., '& menant mi .parallèle à rf A , le 

itéra sE=j^=!tt '^ mn Scmizudh^zx^^Sc 
faifant la fomme des quantités confiantes z^ c^ ^ 
Ton aura x^ + c* = b, ou xy = -^ c\ Si c* eft 
une cjuantité négative, l'équation fera x.y=:.•c^^y 
équation aux afymptotes d'une Hyperbole , dont 
la puiflànce = c^. Si c^ eft une quantité oofitive;, 
en prenant s n pour la ligne des abfciues , aiyc 
abfcilïès dn poutives répondront des^ C^I^) né- 
,gatifs , &auxabfciflès ds négatives des y X^f^ 
^pofitifs y car — ^ X x ^ ou — ^ X y donne 
— a:^ = — c*. Si c* sE=s o , réquation x y çz o., 
iera à deux lignes droites qui coincideront tlVnc 
avec Taxe sdn des abfciflTes , l'autre avec VzxQdm 
des ordonnées j donc lorfque j^* ne fe trouve .pas 
jdans l'équation , l'équation appartient à l'Hyper- 
* bole rapportée aux afymptotes , ou â deux îxgtKes 
droites^ , lorfque c^ ï= o. AinCi dans ce dernier cas l'é- 
quation renferme le fyftême.de deux lignes droites». 
17. Quoique nous, ayons déjà traité des lignes 
du fécond ordre fous le nom de Cercle j d*Ellipfe^ 
de Parabole & d'HypefboU j nous allons néanmoins 
•parler de quelques propriécés^ générales qu'on tire 
de leur équation. Revenons donc à l'équation gêné- 
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'^ Les iX le les y donc il dt ici qaeftion ne font pas k$ 
mcmci q^ue les x & les ^ de réquation primitive. 

1 4 
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izle y^ -i- y. {Ix + n) + mx^ + px + q= xx, 
Ceae équation, en regardant j comme l'inconnue, 
donnera deux valeurs de ^ , coures deux réelles oa 



« ^ propriété d'une équation quelconque que .. 

fomme de fes racines eft égaie au coemcient da 
{econd terme pris avec un (îgne contraire^ doac 
la fomme des deux valeurs de y fera z^i^lx^^n. 
Soit une ligne du fécond ordre fi c (fig. 1 1 ). 
STur la ligne ao des abfciflès dont Toiigme foit 
fuppofée en il , prenons ^B = jr. A cette abfcifle 
répondront les ordonnées B ^ , B c ; donc B ^ -|~ 
Bc = -^/jr — /!= ^ Lah — H*. Ayant pris 
enfuite une autre abfcifle ahyï laquelle répondent 
les deux ordonnées hf^ h^ y on aura A/ + h g 
:==>'^ Lah-^ n. Retranchant la féconde équation 
de la première , on aura Bd ^ hf+ Bc — h g 
=s -^ /, <z B + /. a A ; c*eft-â-dire (en mtnznifp & 
0q parallèles i Bo) pd -^ qc = — /, AB, & 
«n changeant les fignes , q c — «/^ ds=s UhBy d oà 
Ton tire qe — pd \ hB ::/: i. Donc la diffé- 
jence àe p d i qc t^ i l'interceptée A B en raifoa 
confiante de / : i. S'il s'agit des ordonnées 2 A i/^ 
xhig ^ il eft vifîble qu'oq aur^ les équations B d 
^B e ss-r./. ûB — /2,zA x/ ^ xh xg z3z -^ 
i.a ih^n (parce quel A ig eft négative); donc 
#yant mené if ip\ igiq paraUelement à B ci ^ 
& retranchant la féconde équation de la première , 
il viendra l^d -^ lA 2/+ Bc + lA.x^^ou ipd 
•+■ tqç 5*^ A B 2 A ; donc la fomme des Hgnesi 



* Iç point qui ftj t^o^ye eat« ^ «? 4 H, wiffm k K<t* 
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xp d j iqc eà ^ l2L différence des abfciflès en 
•raifon confiante de / : i. 

•Remarque, Les lignes p d &c qc y k corapter 
des points p &c q y tendent vers la courbe par des 
directions contraires^ mais les lignes i^Vj ipd 
rencontrent la courbe en allant dans la même 
direftion. 

Concevons que la ligne Bcd (e, meut parallèle- 
ment à elle-même jufqu'à ce qu'elle devienne tan- 
genre en k y où les points c Se d {e confondront , 
. les deux racines ou les ly {Bc, Bd) deviendront 
égales à ^ /. Maintenant fuppofant menée k r 
parallèle à la li$^ne Àes abfciffes , nous aurons par 
une opération ïemblable aux précédentes me — - 
md : IB=:km ::/: i, x'eft-à-dire , en raifon 
donnée. Soit de même une autre dçoite hgfj 
parallèle aux ordonnées , on trouvera n g *~ nf : 
k n l\' Il I j donc m c -^ md \ k^i il ng — * 
n f i kn ; donc ù. me -^ m d == o , eu fi /w c = 
m d j ng fera = nf ; donc dans une ligne du 
feeond ordre j fi une ligne menée par le point de 
contact k divïfe en deux également une ligne parallèle 
à la tangente j elle divifera aujji en deux également 
toutes les parallèles à. la tangente. 

I S . Par la propriété 4e$ équations du fécond degré 
le produit des racines eft égal au dernier terme de 
l'équation ; donc dans la même hypothefequ'aupa^ 
ravant on aura Bc.Bd == mx^-^-px-^^q*. Si dans 
Téquation générale on fait ^ = o , nous aurons 

mx -^ px + q':=i ji OU Jf + — .+ -~ = o. 



^ Toutes les quantités délivrées de rinconnue y Coixt 
Ç^V^CH^ fQ^mct le 4ç:nier terme de T^^uatiou* 
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• 

Si les racines de cette équation font réellesi, il eft 
ncceflaitc que la ligne des abfciflTes coupe la courbe 
«n deux points ; de forte que a i ^ ao feront dans 
ce cas les racines de xette dernière équation ^ ; donc 
je ^ ai y X -^ao feront les fafteuts de Téquatioa,, 

-& leur produit fera x^ + — H jdoncBir.Brf 

* m ffi 

^=1 m.{x ^ ai).{x ^ ao) **. Mais ^x s= aB ; donc 
Sc.Bd^s=:m. — B i.— Bo==;n.Bi.Bo.Ceft 
.pourquoi le reftangle Ec.Bd eft au re6kangle 
ii.Bo comme m : i y c'eft-à dire , en raifon 
xonftante. On peut démontrer de même que h g . hf: 
iii.ho: :m : i/, donc hc.Bd : B i • B o : vkg.hfi 
hi.hû. La même chofe a lieu, pour toutes les autres 
lignes parallèles aux ordonnées & qui rencontrem 
Ja courbe j donc on :peut établir k Théorêmte 

fuivant. 

19. 'Théorème général. Dans une ligne du 
fécond ordre ^ fi deux droites parallèles à des lignes 
données coupent la courbe en deux points j les rec^^ 
tangles faits des parties interceptées entre le * point- de 
concours de deux lignes ^ & les. points de JeSion de 
la courbe font ^en raifon confiante . 

20. Corollaire 1. Si les deux points de'fcékioa 
fe confondent en «n, ce qui arrive lorfquek- ligne 
de fecante devient tangente , dans ce cas B c 6c BH 
ftant chacune 'égale à /;(:.>' on aura le quarré de Ik 

I - > ■ > _ ■■ . ■ - . 



m 

P Dans cette équation , x çft ccnfé rinconnue. 

*♦ On lûiiltipiie par m « farce ^uc^B c x B </ =s= m X ( ^ 

^- H — i-)==i»«» -l--«^— Utf. Mais C^ «- ^-^i)* 
m ^ m/ , /^ ' ^ 
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au reâangle de /i • /o en raifon eonftaUte. Si on a tm 
diamètre it r { fig. i j,) fencontrant la courbe en deu« 
points /: j ron aura/)t N . N r : N ^ . N A =5»= (N^ )* 
^ parce que le diamètre divifefes doubles ordonnées 
en deux également) : : * M.M r : M rf. M c = (M </) *i 
c'eft-à-dire., que les produits des abfcifles font tou- 
jours comme les quarrés des- ordonnées. Si le pôintr 
eft à une diftance infinie, ce qui arrive pour les dia- 
mètres de la parabole, dans ce cas rfi , r M font 
cenfées égales ; donc en divifant les antécédents' par 
r N ou r M , Ton aura le rapport des abfciiïès égal 
-au rapport des quarrés des ordonnées correfpon- 
dantes. Il eft aifé'de voir ce qiii ^oit arriver dans ta 
figure II, en fuppofant que ^r eft un diamètre.' 

21. Corollaire II. Si deux droites tirées 
^'un même ^ (fijg. i-i.) > -font >fuppôfées oouper ki 
bourbe aux points m , /2 , i , o., ^yant tiré rfp 
'parallèle à « a , coupant a o • en r , 8cfe parallèle 
À a coupant an en h. Si a o eft regardée comme 
la ligne des abfciiïès , on aura a i. ao : am.an^l 
c i.co : cd .cp.^i enfuite nous prenons a n pour 
la ligne des abfcidès., nous aurons am.an\ ai.ao 
;: km.hn .: hf.hg ; donc ci.co : cd.cy :: 
hf.hgi hm.hn ; donc fi Pon a deux li^es qifi 
'fe coupent en un point h & qui rencontrent la 
courbe chacune en deux points , ayant tiré dett^ 
autres lignes qui leur'foient parallèles & qui faflèrft 
la même choie , les reftangles' faits dés parties W- 
•retceptées entre lés points de concours Ats lignes 
'& les points de feftion de la courbe feront pro- 
portionnels & par conféquent en raifon tonftànte. 

12. Théorème. Dans une ligne du fécond ordre 
ayant mené deux cordes ab , cd, (fig. i j.) z^- 
ralleles & tiré les lignes ac ^ bd peur avoir it 
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trapc\e cdba y fi dans ce trape\c on mène une 
ligne m n parallèle aux cordes cdy ab ^ les intcr-- 
ceptées mp ^ qn feront égales. Car fî Ton mené 
le diamètre k r qui divife en deux également abSc 
€d y il divifera aufli en deux également la parallèle 
m n. Mais par la Géométrie vulgaire , il eft évi- 
dent que ce diamètre doit divifer pq eu deux éga- 
lement i donc mp z=, qn. 

Corollaire L Donc mqz=:hp. 

Corollaire IL II fuit du Corollaire précédent 

3ue fi Ton a cinq points de la courbe a^ b y d^ c^ m 
fera aifé d*en trouver un fixieme n en menant 
m n parallèle aux lignes a b ^ cd ^ Se les li^es 
ac y bd pour prendre enfuite pn s=s qm. Il eft 
vifible que cette méthode fupjpofe que les points 
ûy b y c y d font difpofés de raçon que les lignes 
éû Se cd font parallèles , Se que le point m eft 

iur un arc de la cojirbe compris entre ces parallèles* 

• . 

De quelques propriétés des Lignes du troifieme 

Ordre. 

Z]. Soie réquation générale des lignes de cet 
Kdvey' + (b X + c)y + {dx^ + fx + g).y + 
hx^ + /** + mAf + «=:o*. A moins donc que 
le premier terme y"^ manque dans l'équation , i 
chaque abfcifle x répondront trois ordonnées réelles 
ou au moins une **. Suppofons que les trois ordon- 



w> 



* Le premier terme eft délivré de fon coefficient ^ parce 
tpz l'oD peut toujours fe procurer unç ^^^ation qui ait 
cette condition ainfî qu*oh Ta vu dans PAlgebre. 

*^ Parce qu*une équation d'un degré impair a au moins 
fine racine réeilç y le Aox^bte des racines imaginaires écaM 
«Hijpui;^ pair* 



■«••«■MPHvaiMBHMkn 



Courbes Algébriques. 141 

née» font réelles , il eft viable qu on peut déter- 
miner leur rapport par le moyen de I équation , 
& que la fomme de ces, trois ordonnées fera 
= — bx — CySc leur produit = — kx ^ — Ix^ — 
mx — n ( par les propriétés des équations ) , ce qui 
auroit lieu de même en fuppofant deux ordonnées 
imaginaires. 

Soit ( fig. 14) une ligne du troideme ordre rap« 

. portée i lax-e a p dçs x , lorigine des x étant fup 

pofée en ^. Faifant aps=x y l'ordonnée y aura 

trois valeurs p l^pm^ — P ^^ S donc pl-^-p m — 

pnp= — bx — c. C'eft pourquoi prenant j;o ={;s=^ 

■= — - , le point o fera tellement iîmé, 

qu'on aura /p = /«o-+-/2 0. En effet, de l'équation 

pL + pm—pn 
p = ^, on tire ^po — pm+pn:=2 

pls=zlo^pa. Effaçant ;? o . de part & d'autre il 

vient xp 0-+- p n — pm=:ilOy oui? o -f-^n-+- 

p — pm y ou n^omz;?=2 lo. Faifant de même 

^^ PL + FM — PN T rS^ 

P O =aB — , on trouvera L O -l- 

M O = O N , & Il par les points & O on mené 
la ligne o;^, cette ligne aura la propriété de couper 
toutes les In y L N en deux parties telles que la 
fomme de deux lignes û m y on ^. ou L O , Q M 
( qu'on peut regarder comme (Ordonnées à la ligne 
o :{ ) fituées d'uq côté , fera égale à l'ordonnée lu ;, 
ou N O Htuée de l'autre cote , Se R o m devienit 
égale i ony alors / o = 1 -o m. Nous appellerons. la 
ligne ç. Diamètre analogue. 
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* pn^\e figne rr- , parce qa'ello tend'da côté oppofé ilp 
que ifious fupporoos poficive* 



/y n négative ) — - h^i-^lx* -— i 
fait y=iO dans l'équation générale » 
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1 4* Venons mainc^iant au produit — pm*pn*pl 
des trois ordonnées ( on met le figne — i caufe de 

onaura Ajc'-t- 

A h h 

Les racines de çQtte équation donneront les points 
d'it^tecfeâion de la courbe avçc Taxe d^s abfcifTe^ 
€ip\ c'eft-àrdire, que {x-yab)*{x-^aç)*{x — ady 

M -ah 

(x — r ad) s= hx^ •+- l X* ^ m X ^^ n 'y donQ 
pl*pm \pn = h -pb 'pc •pd (parce que x étant = ap^ 
*fr — ab devient pb^ ;if —tfc devient— ^/;c» &ç 
^ — rtf</ devient — /?</). On aura de même P L X 
PM.PN=A.PA.PcPrfi donc i"^. pl^pm-pnz 
pb 'pc •pdilhi 1 , c*eft-i-dire , en railon conf- 
tante. De même PL • PM • PN : P * • P c • P /:; 

hli; donci"^, p m • p n* p l:?L*^M* ?N::p bx 
pc ; p d:l? b ^ P c^P d 'y èc dans les lignes du qua-r 
trieme ordre o|i (rpuyera que le produit des quatre 
prdorinées^ correfpondantes à une abfçide ^ eft ai^ 
produit des quatre ordonnées correfpondantes à uni^ 
autre abfci(!e , comme le produit des quatre inter*<- 
çeptées entre le point où fe termine la première 
abfcifTe & les points où la ligne des abfcines coupe 
la courbe , au produit des quatre interceptées corr? 
Jtefpondantes i la féconde abfciflb , 6c ainfi de fuite 
pour les lignes du cinquième , (Ixieme &c, ordre \ 
de forte que la coupbe étant de Tordre n ( que je 
fuppofe le plus grand expofanc de ^ ) , le produit 
de 9 ofdonnée3 correfpondantes à une abfciflfe^ 
fera sta produit de n intereeptées correfpondantes 
en raifqn confiante , & par conféquent le premier 
prqditic eft ^ un femblabîe produit de n ordonnées 
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correfpondances à une autre abfcifTe y comme le 
produit de n interceptées correspondantes à la pre- 
^ miere abfciflè au produit de n interceptées corref- 
pondames à la féconde abfciflè. 

Des branches infinies des Courbes & de leurs 

àfymptoteSé 

2 5« Vafymptote d'une Courbe eft- une ligne 
droite ou courbe , qui à l'inâni. £e confond oa 
coïncide avec cette courbe \ û l'afymptotc eft redi* 
ligne ^ elle eft cen£ee tangente de la courbe à l'infini* 
Si une Courbe a une branche infinie , & que d*ui> 
point de cette branche infiniment éloigné on fup^ 
pofe menée une ordonnée perpendiculaire , il efb 
vifîble que rabfcifle x ou l'ordonnée y ^ o\x toutes 
les deux feront infùiies- C'eft pourquoi à une abf^ 
cifle finie répondra, une ordonnée réelle infinie , o» 
à une abfciflè infinie une ordonnée finie ou infinie. 
Pour faire la recherche de ces fortes de branches » 
je partage l'équation d'une Courbe, quelconque en 
plufieurs hiembres P ,. Q , R , S , &c. Le premier 
membre P contient tous^ les termes- dans lefquels- 
la fomme des expofants à^ x ic y efl =: /i , ea> 
, fuppofant que n défigne le degré de l'équation , 
le fécond membre Q contient tous ceox dans Ipf-*^ 

2ucls cette fomme =: « — i ; R repréfente tous ceu» 
ans lefquels cette fomm^ =cs n -^ 1 , &c, *^ 
On doit principalement faire attention au {^e^ 



n 



* Si un terme contient *" , il eft cenfé contenir y* x , 
parce que y»= i. De même la quantité ^y" eft =^«°^'' 5 
Or -4* n = /i ; donc dans ces quamltes la fommd des. 
6xpofancs de ;v & j^ eft =; /i« 



^»M».^^i .111 » I ■«! .111 ■ UN I nBi • Il ri i II ■ I r» I r mm 

^44 Cours de Mathématiques. 

— ; ' 

mier membre P. Si ce membre n'a aucun faâeur 
Ample réel , mais s'il a au contraire cous fes fadfceurs 
imaginaires (ce qui ne peut arriver qu'en fuppofaiir 
que/2 eft un nombre pair) JaCourbe.n'a aucune bran-' 
che inBnie. En eftet il eft nécellaire dans ce cas que 
P contienne x' y Scy" ictlv fi x" ou^" manquoic , 
P feroic divifible par x ou par y ; donc P auroît 
un faâeur fimple qui ne feroit pas imaginaire. Si 
la courbe a une branche infinie ^ ;i: ou j' ou cous 
les deux feront infinis ; donc P fera égal à Tinfinî 
élevé à lapuiffance n , c*eft-à-dire , c=?î ôc. Mais 
les membres fuivants Q, R, &c« repréfentent tout 
au plus les infinis «o" "• * , oo" ^ * , &c. qui dif- 

fiaroifienc ( voyez ce que nous avons dit de 
'infini dans le Calcul) devant oo^j donc l'équa- 
tion devient P = ô j donc puisqu'on fuppofe 
que dans P il n'y a aucun faâeur réel , cette 
équation ne peut avoir aucune racine réelle ; donc 
dans ce caa à un^ abfcilfe infinie réelle , il ne 
répond aucim y réel ; donc la Courbe n'a aucune 
branche infinip. De- là vient que la Courbe repré- 
fentée par une équation de cette forme j^* -+- axy 
-+- i x* -+- c X -H (iy •+- g *=* o y n*a âucund 
branche infinie lorfque le quarré de la moitié du 
coefficient du fécond terme eft plus petit que 1er 
coefficient du troifieme ; car dans ce cas la Courbe 
eft une Ellipfe , & le membre P qui eft ici y^ -H 
axy -+- b X* ne peut être réfolu en faûçurs 
réels { ïx.) *4 

i6. Si le premier membre P a un fadeur réel, 
ay ~ 3 a: , en changeant les coordonnées on peut 

* Nous avons appelle f ( 1 1. ) ce que nous appclloni 
ici a , êi m ce que nous appelions ^. 

fe 
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fe procurer une équation dans laquelle ce fafteur 
réel de P foie l'ordonnée elle-même. Suppofons 
que qc ( fig. 1 5 ) reprcfence la Courbe de Téqua- 
tion , les û A étant x ^ & les cb étant y. 'Prenant 
a m == a & faifant la perpendiculaire correfpon- 
dante mn ^= b y tirez a d &c fuppofant Tangle 
na m = s ^ on aura cof. s ; fin, s H r :tang. Sj 

ou a m (a) : mn{b):if : tang. s = —, Le triari-- 

gle amn donne encore an = y/(a*-4-^*): 

r b * 

nm{b) :: r : finui s c=3 -—-__-—, Le même 

• V (<i*-h ^ ) 

triangle donne v/(^* + ** ) : a : : r : cof. j =3 

A f 

■ ./a . ,a, . Du point c de la Courbe tirant c d 
V(^ -+-/ ) , ^ 

perpendiculaire (xyt ad y je ferai ad^nt y cd zzzu^ 
& menant b p ^ b f parallèles aux nouvelles coor- 
données , les triangles amn y ab p ayant un angle 
commun en tf , & les angles m &c p droits font 



a X 



femblables ; donc an\am\\4ib i apzz -r — - — -^, 

bx 

On a auflî an x m n \\ à b : bpz=. ■ ^ ■ l --^ 

De plus les triangles apb j fcb ont les angles p Se 
f droits , & les angles en a Se c égaux : car les 
angles bcf^ cbp étant alternes internes font 
égaux \ ox. cbp t9i complément dt ab p ^ au(Iî« 
bien que l'angle a ; donc l'angle c de l'un eft égal 
a l'angle a de l*autre ; donc les triangles 9c f ^ 
apb font femblables , & par conféquent auflî les 
triangles anm^ c bf le font ^ donc ah : mnH 

cb : bfs=: pd=s ,, , — j — rr-. Les mêmes trian- 

gles donnent v^ {^* + A*) : ^ : t y : c/= ^J^^»^ ; 
Tome IL K 
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or t = ap ^ pd Scu =z fc^^ fd=zcf— bp ; 

gle s == 45'^ , Ton aura ^ = a , & alors r mas 
• ^ , u =2— — . De 1 cquanon u = --—7-,— > 

on tire zf . v^ (a* -H b^) zr ay ^bx } donc ( puif- 
qiie ay — b X t^ Mn fadeur réel du premier mem- 
bre P) u fera un fadteur réel de P dans la nouvelle 
équajcion qu'on trouvera en fubftituant les valeurs 
àQX&cytntyU&c confiantes y car des équations 

, , , . au -^ h t at bu 

précédentes on tire y = — , , . , . , a: = r — -• 

Si P avoir pour fadeur [a y — A^)^ , ou {ay ^6xy^ 

&c. dans le premier cas «* , & dans le fécond u^ 

feroit fadeur de P. Si x & nonjy étoit fadeur de P, 

dans ce cas on pourroit changer xeny ( voyez le n^ 5 .) 

& réciproquement. 

, 2.J. Suppofons maintenant en premier lieu que 

y eft un fadeur de P tel qu'il n'y en ait aucun 

autrç qui lûî foît égal. C'eft pourquoi foit P =3 

^ M , M étant du degré n — i , on aura donc la 

formule ^M-+- Q-4-R^S-4- &c. = o , ou 

yU=^Q^K^S^Scc.&cy:=2'::Sl±^i:I^± 

Mais Q étant du degré 00» — » , R du degré 
co'^-S S du degré oo« - ? , R & S difparoiflenc 

devait Q j donc y = ~^. Mais Q & M font du 

degré 00»'^ » ; donc y eft fini. Effaçant donc dans 
Q & M les quantités multipliées par y^ > corwîmç 
infiniment plus petites que les autres * & faifant 



* Parce que y ^tant fini ,, cc« quantités feront au moin^ 
ic l'ordre «ow-^. 
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•— ^ == f , nous aurons y ^ p ; , donc Téquation 

^ — ^ zz c eft contenue dans . Téquation P + Q + 
R+ &c. = ô , fi la Courbe a- quelque, branche 
infinie. Mais^ — p =tQ eft' l'équation à uiie ligne 
droite parallèle à la ligne Aqs abfcilFes {(^*) ^ 8c 
diftante de cette ligne "dé la quantité/?; donc là 
Courbe à Tintini coïncide avec cette droite, qui 
par conféquent eft fon afymptote reâriligne , & 
cela foit qu'on prenne x politif ou négatif ; il 
paroît donc que la Courbe a deux branches infi- 
nies. Tune du côté des x poficifs , l'autre du -côté 
Aes X négatifs qui ont pour afymptote la même 
ligne prolongée à l'infini de part & d^autre. ' 

Voili ce qui afrive fi lé fécond -membre Q fe 
trouvié dans Téiîjuatiçn fans être d\vifible par y. 
Si Q eft divifible par^. , faifant Q=yN,.N 
fera du degré oo*^"* ; donc N fera = o refpeitive* 
ment à y M j donc l'équation fubfiftera entre les 
termes ^ M + R + S + &c. = o , la même qu'on 
auroit fi Q é:toic == o , ou fi Q ne fe crouvoit point 

dans l'-équatiori. Dans ce cas on aura y = — ~ ~ 

•y ■ 

S 

— -^&c. M. étant du degré oo«-», R du degré 

. '00»-», S du degré 00"- 3 , &c. Mais ciette éq|ia- 
tion ne peut avoir lieu fi y n'eft infiniment petite 

— R Si. 

parce que -— -- = — *. 
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28 Si R fe trouve dans l'équanon fans être 
divifîble par y , effaçant dans "— — tous les ter- 
mes dans lefquels y fe trouve , l'on aura ^ = - , 
p étant une quantité finie. Si R manque dans l'équa- 
tion , ou fi R a un fadeur^, on auray = — -- = 

^ (parce qu alors R difparoît devant^ M). Si 
on fuppofe de plus que S manque dans l'équation , 
ou que S foit divifible par y , Ton aura j^ = —■ * j 

de forte qu en général y devient = — . Si ^ eft 

un nombre impair & p une quantité pofîtive , x 
étant fuppofe pofitif , y le fera auflî; mais x étant 
négatif y fera négatih Si g eft un nombre pair , 
y fera pofitif ou négatif félon que p fera pofitif 
ou négatif ; Se dans tous ces cas la ligne des 
abfciifes eft l'afymptote de. la Courbe, ce qui a 
lieu de même g étant ipipair , Se p négatif. En 

effet faifant x = «o , on aura y = — J donc à 

l'infini , y eft ua infiniment petit de Tordre g; 
donc la ligne des abfciffes coïncide avec la Courbe , 
ou devient fa tangente à une diftance infinie. Les 

afymptotes défîgnées par la formule y = — font 

des lignes droites , on les appelle hyperboliques. 



^ p tft une quantité finie qui varie félon que Q., ou 
I ou S , ou &c. manquent dans l'équation. 



it 
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En effet Téquation y« x** == a~ •*• " , aux hyperboles 



m + » 



de tous les genres , donne y = — ^ — = — , en 

je** 



II» + 1» . 



faifant a " s=3p&— =sfi^. MaU a l'infini 

Ton a ^ = — • L*on détermine donc par cette 

méthode une Hyperbole avec laquelle une Courbe 
donnée^ fe confond à une diftance infinie. C*eft pour- 
quoi l'on connoît non-feulement qUe la Courbe a 
une afymptote droite , «ais on détermine encore 
de quel côté elle eft (îtuée par rapport à l'afy mp- 
tote. Si tous les termes Q , R , S , &c. manquoient 
dans l'équation , elle deviendroit y M = o , la- 
quelle étant divifible par y , fait voir que la Courbe 
eft complexe , étant compofée d'une droite qui eft 
la ligne même des abfciflès * & d'une Courbe 
de l'ordre n — i . Si on trouve y z=,p (^p étant 
une quantité conftante ) , dans ce cas l'alymptote eft 
une droite parallèle à la ligne des abfciffes , ainfi 
que nous l'avons dit ci-deCTus ( 6. ). Pour faire 
que les abfciflès fè trouvent fur l'afymptote , on 
uippofera j^ — ^ s= u ^ o\xy î= u -4-/^* Subfti- 
tuant dans l'équation cette valeur de y & faifant 
X infini ^ u fera infiniment petit ^ puifque à Tin- 
fini ,tt = j — /7 zn p -^ p. Etant donc dcMinée 
l'équation d'une Courbe , cherchez le nombre des 
facteurs réels Se inégaujx du membre, P , &rvous 

"f^ Car réquation y M = o , eft divifible par y = % 
Mais réqaaûon >* =; donne {6.) la ligne ^es abrcifTe^ 

K X 
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aurez autant de paires de branches infinies Se autant 
d'afymptotes que vous aurez trouvé de faâeurs. 
Quant au genre de l'aTymptote hyperbolique » vous 
le trouverez aifément gar la méthode ci-delfus. 

19. Suppolons maintenant que P a un faâeur 
réel double ^^ , enforte que P=^*M, M étant 
une fondion du degré /i — 1, Dans ce cas Téqua- 
tion deviendra j^* M -+- Q -t- R + Sec. = o. Si Q 
fe trouve dans l'équation fans être divifible par y , 
les termes R ^ S , &c. s'évanouiflant devant Q , 
l'équation deviendra y^ M = — Q. Cette équa- 
tion peut être vraie Ciy^ eft = 00 , comme x. Dans 
ce cas j^ = 1/"^= cc%î c*eft-à-îlire , infinie par 
rapport à Tunité , mais infiniment petite par rap- 
port à x : car I : ^î :: o^î : Qo j donc difpofant 

l'équation dé cette manière j'* = — — , tous les 

termes qui contiendront y , infiniment petit par 

rapport à x , s'évanouiront dans la fradion — ^ ; 

donc puifque Q eft du degré n — i , M du degré 

Q * 

n — z , on aura — ~=:px^y p étant une quan* 

tité finie & conftante ; donc y^ zz px ^ équation 
à la parabole vulgaire, p étant pofitif^ les bran- 
ches s"étendent du côté des x pofitifs j mais elles 
s'étendent du côté des x négatifs dans le cas con- 
traire ; donc la Courbe a deux branches infinies 
du même côté , entre lefquelles fe trouve la ligne 
des abfcifles. 

Si Ton veut une parabole avec laquelle la Courbe 

* Parce que ce quotient doit être = «« ^ or x eft 
fuppofc iofiai. 



.' Courbes Algébriques. 151 

9^ I un I ■ I I ^11 ■■ ■ .. ■ ■ I I ■■ ■■■ 

convienne plus incimemenc à une diftance infinie , 

il ne faut pas négliger le terme fuivant R , mais 

O R 

on doit prendre réquation >* ■+" "^ "+" TT = o* 

Parce que R & M font des fondions du même 
degré /i — 2 , effaçant les termes qui deviennent 

R 
infiniment pçtits , on aura — • = ^ ^ quantité finie ; 

M 

donc on aura Tcquation j^*=/'Af+^ = fA:+-j.^^ 

équation à une parabole de même paramètre ; 
mais dont le fommet eft éloigné de l'origine des, 

abfciffes de la quantité -• 

} o, Suppofons maintenant que le fécond membre 
Q eft divinble par j^ 5 de manière que y* N foit =2 
Q , N étant une fonAion du degré ;2 — j . Puifque 
M eft une fonârion du degré /i — 2 , il eft évident 
que y^ N fera infiniment petit par rapport iy^ M. 
C'eft donc la même choie que Q manque dans 
l'équation ou foit divifible par y^ , ce qu'on' doit 
dire de même de R , S , &c. Dans cette hypo- 
thefe fi R fe trouve dans Téquation fans être di- 

R 

yifible par y , l'équation fera ^* -4- — s= o j or 

R & M étant du même degré /i — 2 , on aura 

j(^* = — --=:/;( quantité finie & conftante ) , & 

y = + \/p. Si p eft négatif , y fera imaginaire ; 
donc dans ce cas la Courbe n'a aucune branche 
infinie. Si p eft pofitif , la Courbe a deux afymp- 
totes redkilignes & parallèles à la ligne des abfcifles 
qui fe trouve au milieu également éloignée dç 

K 4. 
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Tune & de l'autre. Pour connoître le genre de 
rafymptote , on fera v — |//7 = u. Cela fait par 
les règles que nous avons données ^ ou dont nous 
parlerons dans la fuite , on connokra le genre 
d'une afymptote. De même faifant y + \/p = a , 
ou j = tt — V/? , on déterminera le genre de l'autre 
afymptote. 

3 1. Si non-feulement Q , mais encore R man- 
que dans l'équation , ou û R eft divifible par y*, 

l'équation deviendra ^* = — . — = -. Si S man- 

que auflî , ou eft divifible par j^* , 1 équation fera 

T 

y* = = A > & ainfi de fuite ; de forte 

qu*en général on aura ^* = — , équation qui fera 

connoître & le nombre des branches infinies & le 
genre de Tafymptote. 

Dans l'équation ^* rss -- , foit d'abord fuppofc 

*■ 

g un nombre impair. Si p eft pofitif » du coté des 
^ pofitifs , y a deux valeurs égales > l'une pofitive ^ 
Tautre négative ; donc Tafymptote eft hyperbo- 
lique , & la Courbe a deux branches , entré lef- 
quelles fe trouve l'afymptote reftiligiie. Mais du 
côté des X négatifs y étant imaginaire y la Courbe 
ne peut avoir aucune branche infinie de ce côté- 
là. Le contraire arrive , p étant négatif. Si g eft un 
nombre pair , p étant pofitif , y a deux valeurs 
réelles , foit du côté des x pofitifs , foit du côte 
des X négatifs \ donc l'afymptote eft hyperbolique 
& la Courbe a quatre branches infinies. Mais p 
étant négatif j j' eft imaginaire & la Courbe n'a 
aucune branche infinie. 
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Le cas dans lequel Q ou les membres fuivans 
font divifibles par y , eft plus difficile. Si R fe 
trouve dans l'équation , Q étant divifible par y ôc 
non pas R , fbit Q c= j N , N étant une fondion 
du degré /z — 2 , de même que M & R ; donc 
l'équation fubftifte entre les trois termes ^* M-H 
yN -+- R = o. Cette équati^^ , en fuppofant 
X = 00 , peut avoir lieu fi y eft fini j on aurx 

donc J'* — py — q c= o (parce que — , ~ 

deviennent des conftantes fi Se q ). Si l'équation 
y^ —-. py — , q ssr; o , a fes racines imaginaires , 
•la Courbe n'a point de branches infinies. Si les 
racines de cette équation font réelles , il y aura 
une double aiymptote redtiligne , parallèle à la ligne 
des abfciflès. Ces afymptotes fe confondront fi les 
dieux v^urs dey font égales. 

32. Si R manque ou eft divifible par j , l'on a 
réquàtion ^^ M + > N -|- S s= o , qu'on peut 

réduire a cette forme y^ — py -*- — x=a o. Si S 



X 

XX 



manque aufli , on aura y^ ^^py -*- -^ = o , & 

XX I 

ainfi de fuite. Si Q ne fe trouve pas dans l'équa- 
tion , ou eft divifible par j'^ R étant fuppofëe conte- 
nir y , enforte que R = j N , N étant du degré 
n — 3 , fi S fe trouve dans l'équation fans être 

divifible par y , l'équation deviendra ^* — ^ — 



- = G. Eloignant S & non T , l'on a y^ 



■p y q . ^ . 

— — -— s=- o : & ainfi de fuite. Si R eft = o * 
X x^ ^ * 

ou divifible par >*> & S divifible par y j fi S eft fup- 



^ 
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pofce enfuirc manquer dans Tcquation ; &c. on aura 
facceifîvemenc les équations y^ '**"^'*"i^^^^> 

Se ainfi de fuite. C*eft pourquoi dans tous ces ca^ 
on trouve une équation à trois termes de cette 

forme y'^ ^ ^ ^ -— = o , dans laquelle g eft plus 

grand que /, ou toiu; au moins =/! 

Pour favoir ce qui arrive en fuppofant jr = 00 ^ 
comparez deux termes de l'équation & déterminez 
le degré dey , cnforte que ces tieux termes foient 
homogènes. Si le troifieme fe trouve infiniment 
petit par rapport aux autres , l'équation fubfifte 
entre les termes comparés. Mais fi le tro^eme cft 
du même degré que les autres , on ne doit pas 
l'omettre. Si le troifieme eft infini refpedivement 
aux autres , l'équation ne peut fubfifter entre les 
termes comparés. Faites la même chofe pour cha- 
que paire de termes. Cette méthode s'applique 
auflî aux équations qui ont plus de trois termes , 
en faifant ^ur la fomme des termes négligés les 
mêmes raifonnemens que nous venons de faire 
pour le troifieme dans le cas du trinôme. 

Dans le trinôme trouvé , pour que les deux pre- 
miers termes foient homogènes , c'eft-à-dire , du 
même ordre d'infini , il eft néceifaire que y foit du 

degré — -T * ; donc les deux premiers termes font 

ob / 

* A caufc que * eft fuppofé ==00 , l'on a y* -^ 



m- 
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du degré — -, le troifieme terme étant du •degré 
-— . $i gmss if^ le troifieme terme eft homogène 

oc» 

aux deux autres , & 1 on ne doit pas le négliger j 
donc on aura Téquation y^ "^-z/^ ^"77 *= o» 

Si les racines de cette équation font imaginaires , 
la Courbe n'a point de branches infinies j fi les 
racines font réelles il y a deux afymptotes hyper- 
boliques du degré — j. * , qui fe confondent en une 

fi les deux racines font égales. Si ^ < i/, le 
dernier terme eft infiniment grand en comparaifon 
des deux premiers 5 donc l'équation ne peut fub- 
fifter entre les premiers. Examinons fi elle peut 
avoir lieu entre le premier & le dernier. Pour 
que CCS termes foient homogènes , y doit être du 

degré , alors l'un & l'autre terme fera du 

degré — , le fécond étant dans ce cas du degré 
~ i or (f -h/) > 5' , fi zfjfgi donc le 

•o» 



t^ 



* Si Ton fuppofc p = — 4&^s= — 4, oa verra 
aifémcat que cette équation devient ( y H 'fj X 

f y -4- — y j =0 5 doncy fera un infiniment petit de Tordre 

— j , en fuppofant * = :<g. On peut prouver cela géné- 
jalcment , en téfolvant Téquacion ci-defTus» 
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fecoi^d s'évanouit devant les deux autres & Ton a 
réquation J'*— "7" *== ^ ^^^ détermine le genre 

de l'afymptote. La comparaifon du fécond & dû 
troifleme terme ne donne rien dans cette fuppo- 
ficion , parce que le premier devient infini par 
rapport aux deux autres. Si g> if 9 l'équation a 
lieu entre les deux premiers , le dernier devenant 
infiniment petit refpeâiivement aux autres y donc 

^^ = -^ , qui déflgne une afymptote hyperbolique. 

Si on fuppofe le premier & le dernier termes 
homogènes , le fécond fe trouve infiniment plus 
grand que les autres y donc il ne peut y avoir 
d'équation entre le premier & le dernier. Le fécond 
& le dernier feront homogènes , fi y eft du degré 

— ^. Dans ce cas le premier ett du degré — j. 

& par conféquent il s'évanouit devant les deux 
autres : car ( i^— ^ */) y^ g i ^^^^ ^^ ^^^* 

y^=i Hjrr , qui défigne le genre de l*sJ[ymptote, 

5 5 • Si ^f remier membre P contient le faâeur 
y^ , enforte qu'on ait P =:^' M , M étant du degré 
/i — j , fi Q fe trouve dans- l'équation fans être 
divifible par y ^ l'équation aura lieu entre les deu 

premiers termes , & l'on aura y^=z^ —. Q eft 

du degré /2 — I , M du degré /2 — } ; doncy^ dok 

être du degré oo*, en faifant a: = oq ; doncy = 00 ^, 
& par conféquent infiniment petit par rapport à 
« =? 00. Rejettant les termes evanouiflàns & fai*r 
fant la divifign ^^ il vient j^ sac fx* y donc à Tinfuii 



X 
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h. Courbe convient avec la féconde parabole cubU 
que , qui eft fon afymptote curviligne : elle a donc 
deux branches infinies , l'une du côté des a: pofitifs , 
l'autre du côté des négatifs>^i p eft poiitif , les 
branches font fituées du côtWHes ordonnées pofi- 
tives , & du cpté des négatives , fi ^ eft négatif. 

Suppofons maintenant que le membre Q eft 
divifible par y^ , il eft vîfible qu'il difparoît devant 
P 5 ce qu'on doit dire auffi des membres fuivans ; 
ainfi c'eft la même chofe que ces membres nian- 
quent dans l'équation , ou qu'ils foient diyifibles 
par yK Si Q eft divifible par j^^ , ou manque dans 

réquation , on aura j^ sr=-— is=s: p x j en fup- 

pofant X infini ; donc y^ en p x y équation à la 

première parabole cubique * 5 donc la Courbe a 

une afymptote curviligne du genre parabolique , 

qui la deux branches infinies , l'une du côté des x 

pofitifs , l'autre du côté des x négatifs. Dans ce, 

3 j^ 

C2S y t=ss y/ pxy donc y eft de l'ordre 00 ' , c*eft' 

à- dire que y eft infini par rapport à l'unité j mais 
infiniment petit par rapport à a: = 00. 

Si R manque aufiî dans l'équation , ou eft divi^ 
(îble par y^ Se que les membres fuivants ne foient 

—S 

pas divifibles par y ^ l'on aura l'équation ^^ =s — ^ 
& parce que S & M font du même degré , l'on 

-— s 

aura = /^ > quantité finie j donc y^ = p. Cette 



~* L'équâtion à la première parabole cubique eft ^' 
ax:=px en faifanc pz=a^. 
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équation ayant une racine réelle & deux imagi- 
naires *, fait voir que la Courbe n*a qu'une feule 
afymptote rediligne , dont on déterminera le genre 
par la méthode ci-deffus. 

Si S manque dalÉ^l'équation , ou eft divifible 

7 — r p T- 

par y^ , on aura y^ = -^ ^ x "^^^^q^^ant ou 
étant divifible par y^ , on aura j'^ = — . En géné- 
ral y5 s= — , qui défigne une afymptote hyper- 

bolique. 

3 4. Si Q eft divifible par ^* , de forte que Q foit 
=: V* N , N étant du degré /2 — } , l'on aura l'équa- 

tionj^^M H-^*N-l-R = o, ouy^^y~ + 

3 = 0. Comme cette équation ne peut avoir lieu 

qu'en fuppofant y infiniment petit par rapport a x 
( parce que R eft du degré /z - 2 ) , on a^^^ - py"^ — 
^ X = o. Si ;y ' eft fuppofé ,du même ordre que x ^ 
le terme du milieu p y* difparoîtra devant les deux 
autres i donc on aura y^ = q x ^ équation qui 

donne ime afymptote parabolique du degré — ^ avec 

laquelle fe confondent deux branches de la Courbe , 
Tune du côté des x pofuifs , l'autre du côté des 



* Pour le prouver fuppofcz/7== J*,onauray5 — d'^=:o^ 
divifant par y — ^ = o , le quotient donnera Téquation y^ 

^Yd^d^^=^Oy dont les racines font y = 



- \/irj 5 donc la feule racine réelle edy z^ i^ 
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X négatifs : il n*y a aucune aucre équation poflîble. 
Si R eft divisible parj^* ou manque dans Téquation, 
il vient j^^ — py^ — q = o , équation qui fubfifte 
en fuppofant y fini. L'ordonnée y a une valeur 
réelle ou trois. Dans le premier cas il y aura une 
afymptote parallèle à la ligne des abfci(Iès , trois 
dans le fécond cas , à moins cependant que deux 
fe confondent en une feule *. Quant au genre de 
Tafypiptote on le connoîtra par les règles ci-défliis. 
Si non-feulement R , mais encore S manque dans 
iéquation ou eft divifîble par y^ ^ on aura^^ -^ 

py^ — - =» o. T manquant ou étant divifible par 
y^ , l'on zy^ — py* -*- — ^ == o j & en général y^-^ 



^ 



py^-^ ~f» De-là réfultent deux équations^ y^ 



' P y^ y ^^ y ^^ P i A^y donne une afymptote dont 
i} faut chercher le genre , & j^* =: — - , qui doqjje 

une afymptote du genre hyperbolique. Si Q man- 

quant , R eft divifible par y* , Ton a ^^ — î-^ -^ 

~ =3 0. Si R manquant, S eft divifible parj^*; 

l'on aura y^ — -7- — - — = o. C'eft pourquoi on 

I ' 

p y^ j 

a en général j^— —y <»-•—= o. Dans cette équa- 

et w 



"^ Car les valeurs de y ne pcarctît être routes les troi* 
égales , autrement le troificmc teimc ne manqueroi: pas 
Jans l'écjuation. Voyez T Algèbre. 
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tion / ne peut erre plus grande quô g , mais elle 
peut être moindre ou égale. 

U peut arriver que^ Tenait >}/, ou ^= j/*, ou 
g < 3/. Dans le premier cas on a les deux équations 

j' — ^ , j^* = ^. , qui déterminent le genre 

de rafymptote. Si ^ = j /^ fuppofant^ de Tordre 

— , le troifieme terme eft du même ordre que 

•0/ 

les deux premiers , donc Téquation fubfifte entre 

les trois termes y Se y aura une. ou trois valeurs de 

Tordre — .. Si ^ < 3/^ Ton aura Téquation y' = 1 
•0/ ** 

On voit facilement de quel genre eft Tafymptote 

dans les deux derniers cas. 

35. Si Q eft divifible par y & non pas R, 

on trouvera le trinôme y^ — - /? j^ .v — ^ x = o , 

qÂ donne deux équations.^* =ssp x j y^ =- — -. 

La première équation marque une afymptote para^ 
bolique , la féconde une afymptote rediligne , dont 
on déterminera le genre par la méthode ci-deffus *. 
Si R manque & non pas S, Ton auraj'^ ""Z'^^"— 

ç = o , d'où Ton tire y^ =p x &c y zi: — ?. En 
général on aura^^ — py x — -^ = o , d'où Ton 

ture y^ s=sfp x ôc y^ss 



:è 



^i^ 



* C*cft'à-dirc, on déterminera la Courbe avec Uquelk 
fe confond à l'itifini celle de réquatiool , 

Que 
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Q ne fe trouvant pas dans l'equacîon , iiippofons 
R divifible par y , mais non pas S , Ton aura^^' — » 
py — <7 = o, équation qui a lieu en luppofant y 
fini. Comme y dans cette équation a une valeur 
téelle ou trois , il y aura une ou trois afymptotes' ' 
tfedilignes , dont deux pourront tomber Tune fut 
l'autre Cl y a deux valeurs égales. Si S manque Ôç 
non T , ou T & non V , &c* on aura en général 

yi^py 2^=:o, d'0Ù,J*=:/?&J = ^* La 

X p X 

féconde équatipn donne une afymptote hyperbo- 
lique ; la prerniere deux afymptotes reûilignes ^ 
fi p eft pontif , & deux afymptotes imagmaires/? 
étant négatif; c'eft-à^-dire ^ que dans ce dernier 
cas cette équation ne donne aucune branche infinie. 
Si Q ne contenant pas y , quelqu'un <ies mem- 
bres' fuivans eft divifible par j , Téquatiori fera de 

cette forme j^ ^ --2 ^ — = o , dans laquelle/ ne 

x\ x^ 

peut être plus grande que ^.^11 peut arriver que ?/< 
xgj que 3 /=£= xgj que if'^ 2-g* Dans le premier 

cas on a ^* = — ^ ^ œ •- ;j-^,qiiidéfignenc 

x^ px^ '^ ' 

des afymptotes hyperboliques. Dans le fécond cas 
les trois termes étant homogènes, y a une ou trois 

valeurs 4e degré — -. Dans ce cas l'alymptote ou 

les afymptotes font hyperboliques. Dans le troi- 
fieme cas on trouve la feule équation ^^ = — • qui 

/ . , 1 

donne une afymptote hyberbolique du degré — ^ ; 

Tome IL L 
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puifque de cette équation on tire ^ = y^ — * 

X 

3 6. Venons a la dernière hypothefe , dans laquelle 
les ternies qui contiennent Ibit y* , (bit y fe trou- 
vent dans réquation. Si Q a un fafteurj'*, R un 
fadeur y i Se que S fe trouve dans l'équation , l'on 
a j» — py* ^ ^^ — - r == o , qui donne pour y 
une ou trois valeurs réelles , une ou trois afymptotes 
reâilignes , à moins que deux ou même les trois ne 
fe confondent enfemole. Si S manque dans l'équa- 
tion , on prendra en général le premier des meni- 

r 

bres fuivans , pour avoir ^' '^py^ ■*- ? J -^ — = Oy 

X 

d'où l'on tire y^ ^py -*- j = o & ^ = -' — . Lx 

qx' 

première de ces équations donne deux afymptotes 
redil ignés , à moins que les valeurs de y foient 
imaginaires ou égales. Dans ce dernier cas les deux 
afymptotes fe confondent en une j la féconde donne 

une afymptote hyperbolique du degré — . 

R , manquant fi S ou quelqu'un des membres fui- 
vants conjj^ty j l'on aura en général'y^ — f 7* -^ 

— 7 = o. Dans cette équation , /ne peut être 

X X 

plus grande que g. De-U on tire cette équation 
y^ — • py^ = o , ou j =/ j qui donne \ine afymp- 
tote rediligne. De plus fi l'on fuppofe j infiniment 

petit , yi difparoît devant^* & l'on a j* + —~ + 

px 



* 
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*- — = o * , équation de la forme de celle dont 

on a parlé ci-devant (32 )• ** / 

37. 11 nous refte à examiner ce qui arrive Q 
inanquanc & un des membres fuivants étant fup« 
pofé divifible par j^. Dans ce cas on aura l'cqua- 

tien y^ — ~ ^ — — - == G ^ dans laquelle c 

X XX 

nejxeut être plus grand que /, ni /plus grande 
que g. Suppofons / ==8 ic , g = 3 e , d'où Ton 

tire c = ^ ic /= — , ou 3 / = tg. Si y eft 

du degré — j , tous les termes de l'équation font 

homogènes & on iie peut en négliger aucun j donc 
la Courbe aura une ou trois afymptotes hyperbo- 
liques du degré \ donc une ou trois afymptotes 

hyperboliques du même de^é- répondront à une 
même afymptote reâiligne ***• 

Si les expofans de x ne font pas tels que nous 
venons de les fuppofer , voyons fi l'équation peut 
avoir lieu entre les deux premiers termes. Pour 



^ £n divifanc par p & changeant les fîgnes. 

** Si Ton ruppofe le fécond & le* troificme terme affec- 
ta du fîgnc — , • on aura une ^auation qu'on pourra ré- 
duire à la forme du n^. )i « & c*c(t dans ce fens qil'on doit 
entendre ce que nous venons de dire. 

♦♦'^ C*cft-à-dirc qu'à une même ligne des abfciCrcs , 
qui fera l'afymptote , répondront une ou trois Courbes 
hyperboliques , avec laquelle ou Icfquclles la Courbe pro- 
pofce fc ' confondra à finlini. 

L 1 



*• 
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cela il eft néceflaire que y foit du degré — p , & y^ 



00 



du degré ^. Si / > i c & ^ > 3 c , régalitc 

oc' 

aura lieu encre les deux premiers termes , les autres 
s'cvanouiffant. Si^> 3c, mais/=:ic, les trais 
premiers termes formeront i'équation.Si au contraire 
gzz }c y /> ic y les deux premiers & le dernier 
termes formeront l'équation. 11 eft aifc de voir par- 
là comment, en comparant les différents termes, 
on peut trouver les équations binômes ou trinômes 
qui doivent réfulter de ces comparaifons. . 

Il n eft pas maintenant difficile de comprendre 
comment il faut procéder fi le premier membre P 
contient ^^ 9 y\ &c. 

Exemple I. Soit Téquation^^ jr. (^— — a:)* — 
a^. (j -+- ^)^ -+- a^ sc= o. Voyons d'abord ce que 
donne le fadeur triple qui fe trouve dans le pre- 
mier membre P. Djyifant par M = x.{y — *:)% 



on a y^ j- H -^ = o. 11 

, X'^y — x/ x.{y — x) 

eft évident qu'^n faifant a: = 00 , le dernier terme 
difparoît devant le fécond j donc l'équation a lieu 
feulement entre les deux premiers termes : or cette 
équation ne peut avoir lieu , à moins que y ne foit 
fini * , & par conféquent ne difparoifle devant x. 



* En fuppofant y & :e d'un même ordre 00, Ton aura 
y--jf = ^, (y — jr )* = ^* , quantité finie , ou infini- 
ment petite du fécond ordre 5 donc le fécond terme fera un 
infini du fécond ou du quatrième ordre, le premier étant ua 
infini du troi fie n>c ; C\ on fuppofe y d'un ordre infini infé- 
rieur à AT , le fécond terme devient fini , le premier étant 



/ 
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Mais dans ce cas le fécond terme fe réduit i 



a^x^ 



x^ 



= — a^ j donc y^ — a^ = o ,. équarroh qui n'a 
qu'une feule valeur réelle ^ y ziz a ^ qui dcfigne une 
afymprote re6tiligne parallèle aux abfcitïes. Ayant 
décrit le quarré ab cd ^ dont le côté = a'^ prenpns 
les abfcides fur la ligne ah ( fig. 1 6 ) prolongée 
s'il le faut , & les ordonnées parallèles à c a, La 
ligne cV prolongée fera l'afymptotc de la Courbe. 
Pour connoître le genre de ralymptote par la mé- 
tnode donnée ci-defliis , fuppofons^ ^ azzu^ ou 
y zzia -+- « i donc il eft évident que u fera infi- 
niment petit ^ lorfque x fera = ©0 . Ayant fait la 
fubftitution , je trouve «^ + j ^ tt* -j- iud^ ^a>^ 

■ — ; — r \ H ; — ' — - — - — n = o- Mais 

x.i^u -+- a — xy AT. ( « T^ a — xy 

parce que u eft infiniment petit & que a difparpît 
•devant x =' 00 , on aura v? H- j^r^* + ^aau -^^ 

g} ,^ a? '\ 5" == o j donc les deux premiers termes 

X 

difparoiflfant devant le troifieme ( a caufe de u infinie 
ment petit ) , l'on aura « r= — — -^ ^^dqnc Tafymp- 

^ X 

tote eft du genre — ■ , ayant-, deux branches / & j» 






correfpondantes à la même afymptote reftiligne 
f dp , l'une du côté des*« pofitifs , l'autre du côté 
des u négatifs. On pourroit trouver la même chofe 
plus facilement par cette méthode. En ne négli* 

infini. Si j/ cil fuppofé infini d>*un ordre fupérieus à celui 
de ;c 9 le fçcond terme devient infiniment plus petit q^o 
Iç premier \ donc pour que Téquacion fubfifle ent^ les pi;e-v 
miers urmcs , il £iut fup pofer y fii^i, 
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géant ps le dernier terme , l'cquarion (croit y^ — 



« 






- . Mais lorfque 



_y = d , l'on a/ ^- a;^ -t" <»* = 3«* i <ionc y — , 



tf* 



« = «== 



5*' 



comme ci-delfiis. 



Voyons à pr^fent ce que donne le fadeur x de P. 
li faut regarder * comme l'ordonnée & y comme 
rabfciflè. Faifant la divifion par = yK {y - *)% 

fuppofant>^ =00 ( il eft bon de fe rappeller que y 
eft repréfenté par x & réciproquement ) , le dernier 
terme difparoit devant le fécond & x devient uifî- 

niment petit ; donc x = — = -^ , qui donne 

X .. 

une afymptote hyperbolique ou genre ^ y m y. 

•ura donc deux branches infinies g, A du ooté des x 
pofitifs, c'eft-à-dire du côté de db , correfpon- 
dantes à Paxe dcsj^ , qui eft une afymptote rec- 

tiligne. . 

Enfin pour déterminer quelles branches dctjgne 
lé fafteur double (y — x)* , il faut mener la ligne 
cd * &c trouver l'équation qui rcfiilte en prenam: 
ies abfcifïès fur cette ligne. Suppofons donc que les 
abfcifles prifesfur nd foient = r , les ordonnées 



* Car fuppofant (y — ac )* == o , Ton sl y ^ « = o , 
ou y = ^ , équation à onc ligne droite ad , qui fait afvcc 
r^xç <ics abfcirfes a h un «iigle de 4^ : car faifant d ^=x> 
on a ^ <f =1 jr = ff« 



« • 
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perpendiculaires fiir a d étant = u^ Cela pofé à 
caufe de Tangle bad'Z=i 45*^ , Ton a (1^.) t =? 

^^-TT- — Scu= —7 — ; donc y =: *--; — , x 
— -, — * : donc faifant les fubftitutions , l'on aura 



ou {u -HO^- ('— «)• "^ -* 4V^i* ^^ ^^ -^- 2 û^ =' G ; 
donc a* — , . ' r = o . en négligeant ♦ le 

dernier terme qui dilparoît devant le fécond j donc 

puifque /^ doit être innniment petit par rapport it ^ 

4. ^ 1. à^ 
Ton aura u^ = j donc Taf/mptote eft hyper- 

bolique Se du genre — ■, j donc on aura deux bran- 



X 
00 



ches infinies t , i du côté des t pofitifs , entre lef- 

3 délies fe trouvera rafymptote reftiligne , c'cft-à- 
^ ire , Taxe des r. La Courbe a donc fix branches 

^ • infinies & trois afymptotes du genre r— , —, — î • 

3 'a * 

00 00 00 

Quant à la figure des Courbes dans un efpace fini , 
c'eft de quoi il n'eft pas maintenant queftion. 
Exemple II. Soit l'équation y'^. x^. [y — ^) -^ 



M» 



* En effet fi dans les équations t '=;•''—. — , u =5=1 

^^ — , on fait difparoitrc la fradbion > fi on ajoute cnruitc 

ces équations & qu'on retranche après cela la féconde de 
la première , on trouvera aifémeuc ks équations doht U 
s'agit. 

L4 



immÊtJtmmmm 



m ' 



i6S Cours de Mathématiques. 

»■ — ■ »i 

xy. (y + x^)+^ = o- L© fadeur^— xdeP donne 
.une afymptote redtiligne ba ( fig. 17.K qui faic un 
angle demi-droit avec l'axe <f/aes abfciflès , cranC- 
fcrant l'équation en prenant les abfciires Tur ai^ 

on trouvera « = - , afymptote hyperbolique oui 

fait voir que Ij Courbe a deux branches infinies ^y, 
m c. Le fadteur x' en prenant p n pour l'axe des 
abfciflès , ce qui donne y ^zlzSsCXzzlu^ fournit deux 

équations u =: - , « = -, La première donne deux 

branches Pc, ok ^ la féconde deux branches ph^ 
ti. Le facteur y^ doit être rapporté à Taxe des x , 
& l'on a r ss=: AT , y «= u ; donc on trouvera l'équa- 
tion (A)-*- t^u"^ -^t^u^ — t^ u — tu}-^ 1 = 0, 
qui en faifant r = ao , devient t^ u^ ^^ t^ u:=. a, 
ou (en divifant par r^ ) «^ «H- « = o , ou w, ("*+0 
=: o , qui donne « = o, les racines u = ;4-|/IZr7 
de Inéquation i<* + i = o étant imaginaires» L'équar 
tion u ts^o doni>e une afymptote reftili^ne qui fe 
confond avec Taxe df. Subftituant la valeur de u 
dans l'équation A , en regardant u comme infini- 
ment petit ou comme o , & fuppofaut tz^oo^ U 

eft vifible que «' =: — ^ » «^ = — - j donc Téqua- 

tion deviendra — -raH-i = Oj d'où Ton tire 

t^ u 551, &^^s= — , qui défigne une afymptote 

hyoerbolîque 5 à laquelle répondent deux branches: 
infinies dx ^ fs^ I4 Courbç a donc huit branchç^ 
infinies *, 
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♦ Jç n*ai pas clét4illc Iç Calcul , cjni n*a riçn de diificiic^ 
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Remarque. Les afymptotes paraboliques font 

aéfignces par une équation de cette forme ^'"'*"" = 

p x^ z=,a^ X' , en faifant /? =7 a"» ; & les hyperbo- 



W + lf 



y en faifant 



liques par l'cquation y* = — = 

x^ x" 
de même /? s= a*" *♦• ". 

JJivifer les Lignes algébriques d'un même ordre 

en efpeces. 

58. De ce que nous venons de dire on peut tirer la 
méthode de divifcr les lignes d*un même ordre en efpeces. 
Soit l'équation V*H-f/«- 



îquation y' -f- {Ix -^ n) y -f- m x^ -+-/* 
^ = o. Cette équation peut repréfcntcr toutes les lignes 
du fécond ordre , (i on excepte le cas od y manque dans 
l'équation *. Dans ce cas la Courbe eft une hyperbole, 
à moins x]ue l'on ne parvienne à une équation de cette 
forme xy= o , alors l'équation réfulte de la combinaifbn 
de deux lignes droites. Lorfque le premier membre P de 
réquation , c'eft-à-dire , j^^ -+- / *y -j- m *» , eft réfoluble 
en deux fadbeurs égaux , il en réfulte une parabole comme 
nous l'avons déjà dit ( ix.) & comme on le trouve aufEi 
par notre méthode. Si les fadeurs de P font réels & inégaux, 
il en réfulte une hyperbole ; or par notre méthode on trouve 
la même chofe. Enfin (îjes faveurs de P font imaginaires, 
en faifant a: =r eo , Téquation ne fournit aucune afymp- 
tote podible ; donc il n'y a que trois efpeces de lignes da 
fécond ordre , la Parabole , V Hyperbole & VEllipje , en y 
comprenant le Cercle , qui u'cft qu'une Ellipfe dont les 
axes font égaiux. 

39. Venons maintenant aux lignes du troifieme ordre. 
LVquation générale des lignes de cet ordre eft 4y' 
( A X -f- c ) y^ -j- dx^y -^ fxy -f- g y -*- hx^ 



Ix^ '-\- m X -f- /i = o. Le premier membre P , c*eft-à- 
dire, ay^ -^ by"^ x -^ d x^ y ^ h x^ étant de dimenfion 



* Si ** , par exemple , manque dans l'équation , on 
fuf f ofcia le coefficient m =; o > & ainfî des autres termes. 
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impaire , a un faâcur réel ou crois *. Il y a quatre cas, «lans 

le premier P a un fadeur réel ; fi les crois faâeurs font réels 

& inégaux , c*eft le fécond cas. Si deux de ces fadeurs font 

^gaux» on a le troifieme cas i & le quatrième , lorfque 

les trois fadeurs font réels & égaux. Nous n'examinons 

pas le cas dans lequel P feroit = o » parce que dans ce 

cas réQuacion deviendrolc du fécond degré & la courbe 

feroit feulement du fécond ordre. Parce que dans cbaaue 

cas il fuffit de faire le calcul pour un feul fadeur» (oie 

ce f^c\ir A y — Bx qui donne une afymptote rediligne : 

en effet faifant Ay •. — B x = o ^ l'on a Ay =zBx , d'où 

J on tire B : A : : x : y ; donc fafymptoce fera avec la 

ligne des abfci/Tes ui> angle dont le cofinus = B^ le 

r A 
finus = A , Ac par conCCqueat la ungente = — ^ Si on 

rapporte la courbe à cette ligne en faifant les abfcifre$ = i 

& les ordonnées perpendiculaires = i^ , on trouvera une 

équation de cette forme at^ u -|- tiu* + ^ ^* + ^^^ -H 

'^'^ -f-/^* -|-g'r-+- Ai»-|-ib'=o (A). 

Le premier membre P de cette équation at^ » -f- ttu* 

-f-ctt» a un fadeur réel «. Suppofons qu'il n'en ait pas 

d'autre , ce qui arrive fi après avoir divifé P par u le 

quotient <fi* -+- */ w -f- c «* , n*eft pas réfoluble en fac- 

i ç 
teurs réels , ou fi P H tu -A «* n'eft pas refo- 
nt 4 ^ 

lubie en fadeurs réels . ou fi — -*- — i eft une quan« 

-tiré pofici ve , ou fi ^*<^ 4 4 c. Si dans P on fuppofe r = 00 , 
l'équation fubfiftc entre les membres ? Se Q 6c devient 
dans cette fuppofition , at*u -^di*- =©, doii Ton tire 

( en tranfpofant & divifant par 4 /*) u = = y , ea 

4 

fiifant — — =3:4'. L*équatioa ut=: cl défigne une afymp- 

tote droite. Pour en connoitrê Tefpece^on fera « — 4'=^, 

* Confidcrant cette quantité comme une équation du 
iroifieme degré , <iont^ctt l'inconnue , il eft yiliblc qu elle 
doit avoir une ou trois racines réelles, & par.conféqucoc 
un ou trois fadeurs réels ; ce qui a lieu de mcnic ca 
confidéfanc x comme Tincounue. 
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ott u Bsy -^ tf^ y & fubftlmant cette râleur de tf * on troa- 
veta par la méthode ci-deilus une équation de cette forme 

yms»£-^ ou de celle-ci y -« -^ , félon que le coeJBcient de 

/ ne fera pas, après la fubftitution , égal i o, ou (èra «^ o. 
Donc la premiers efpccc des lignes du troificme ordre a 

une afymptote droite de ^efptce » -» — • 

La féconde tfpece a. une afymptote de tefpece ji ■« -^ • 

On a changé y en u , ce qui eft permis. 

Second cas. Si P a trois Êiéteurs réels & inéeaux, 
chacun de ces ^6teurs fournira donc aufli deux alymp^ 

cotes , Tune de Telpece « saa -t , l'autre de Tefpece « «=• '^. 

Ce cas produit quatre efpeces de lignes du troifîeme ordre , 

qui otit trois alymptotes droites inclinées lune i l'autre ^ 

ces efjpeces iibnt : • ^ 

p 
La troificme efpece a trois afymptotes de tefpece u bm-^*. 

Im quatrième efpece a deux afymptotes de V efpece 11 «» — 
^ une de tefpece » «sa ^. 

La cinquième efpece a, une afymptote de tefpece « «» ^ 
tf» deux de tefpece u^^s» f~* 

La fixicme efpece a trois afymptotes de tefpece ««■ —• 

En examinant fi toutes ces e(peces (ont poffibles , l'on 
trouvera que la cinquième ne 1 eft pas , parce que parmi 
trois afymptotes , deux ne peuvent point être de Telpece 

«t ■» — , fans que la crolfieme le foit de même ; de forte 

que la fîxieme efpece doit être mi(è â la place de (a cin- 

* U efl aifé de voir qu'à Pinfiniy doit être regardé comme 
infiniment petit. « * . 
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ooieme* Pour faire cet examen , on pourra fe fervir de 
ïé(pmony. {Ay — B*) • {cy -^dx) ^ txy '\-' fy'*- 
"j- gx ^ hy 4-/«a*o*, dont le premier membre con- 
tient trois faveurs r^els. Si l'on transforme cette équation 
en fubflicuant les valeurs de x 6c y trouvées ci-de(rus(t6; , 
êc fài(ânt v^(a^ 4- ^^ ) =°^ I > ce qu'on peut toujours (aire , 
on verra que le faéleur y peut fournir une afympcoté de 

l'eipece u *^ ^ ^ 8c qu'il en eft de même de chacun des 

deux autres iaâeurs; que les trois £iâeurs peuvent feurnir 

chacun une afymptote de Te/pece ^^ "" -y» V^ ^^^ P^^* 

vent fournir une afymptote chacun de l'eipece u bm -^ , 

' 

Tantre donnant une afymptote de l'eipece u =>• -— , mais 

qu'il n'eft pas poflîble que deux donnent une afymptote 

de Tetpcce « m -^ , fans que l'autre en donne une de Iz 

même efpece. Ainfi la cinquième efpece a trois afymptotes de 

tefpece « = ^• 

Paflbns au troifieme cas. Si P a un £i£(eur double y* ^ 
ce qui arrive lorfque y x^ ni x3 ne fe trouvent pas dans 
réquacion , tandis que y*" x Se y^ s'y trouvent , ou l'un 
des deux (èutement, dans ce cas P aura un autre fa£^èur 
de cecce forme by — 6x qui donnera une afymptote de 

la forme « >» ^^ , ou de la forme a «=. —• Le fadeur y*" 

peut audî donner une afymptote de Tefpece u^ ^= ^ ^ » 
de-U naiiTent deux cfpeces de lignes du troifieme ordre. 

La fixieme efpece a une afymptote de C efpece « a» ^ fr 

une afymptote de tefpece «* r^pt. 

I ■ ,1 . . t \ 

* Cette équation., quoique ne contenant pas x* , peut 
néanmoins fervir â notre objet & elle eft très-étendue. Si on 
ftibftifue 4es<¥aUurs de y &-de a; en r , « & confiantes, la trans- 
formée contiendra t^ dégagé de </ ^ & romidion du terme 
aSedé de x^ ne peut rien changer d nos conclufions. 
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La ftptieme efptce a une afymptott de la forme Ur=^~ &. 

une afytnptote palabolique de CeffUe tf' z^iz pt. 

Il peut arriver que le premier fadeur donne ane fcale 

afymproce de l'ordre k =: — , ou de l'ordre « = -^ , le 

facleur double n^eii donnant aucun; Ëc-là naiiTenc deux 
cf'peces de lignes du noifieme. ordre. 

La huitième efpeCe à une feule afytnptote de la forint 

— P 



u 

t 



La neuvième efpcct a un< feule afymptott de la fotmt 



u=:JL. 



Il peut Te faire aufti qu'on ne trouve quuae afytnptote 
de refpccc w == -^ , ou de Tefpecc «=:-—- avec deujt 

afymptotes parallèles de TeTpecc u == •^— , ce qui fournie 
encore deux efpeces de lignes. 

La dixième efpece a une afymptott de la forme « = -^ 

fi» deux afymptotes parallèles de Vefpect. u = — • 

La onzième efpece a une afymptott de la forme u =:s 
~, & deux afymptotes parallèles dt P efpece u zzz —• 

Outre une afymptote de l'efpece » = — , ou de l'e^ 

pccc z/ir:-^ on peut encore trouver une afymptote de refpc* 

ce tt^ = — , ce qui donne encore deux nouvelles efpeces de 

lignes du troifîeme ordre. 

La douii^ieme efpece a une afymptott de la forme u =s 

^ , & une de l'efpece u* z= -^ 

La treizième efpece a une afymptott dt Cefpect u rs 

-Ç- , & une de la ferme u^ = •^•. 



^^MH 
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Dans le quatrième cas enfin P a on faâcur trip];: , Se 
réquacion peut avoir cette forme Ay '-j— ^ «* -f- cy x—^-* 
dy — f-/xH- jfy — l-fl* = o. Si le membre Q fe trouve 
dans l'équation , c*efl-à-dire y fi b n e(l pas = o , en î^i" 
fant X = M , l'équation qui fubfifle entre P & Q donne 
y^ :^ p x^ 9 ce qui donne une nouvelle cfpece de lignes 
du troitieme ordre. 

La quator^Lme cfpece a une afymptote parabolique de la 
forme u^ s=zpt^. 

Si X* manque on aura Ay'-f-^y* H"^y* "+"/•*"+• 
g y -4" m = o (H). Suppofons que c n'eft pas = o , 
dans ce cas l'équation H donne les deux fuivantes. Ay^ 
^^dxy = o , dxy ^fx = , en fuppofant 5: r= 00. 
La première donne y^ zz: p x , afymptote parabolique j 
Ja (econde donne y z:z af , afymptote reâiligne. FaiCanc 
y — a' zz: u 9 ou y = « -f- af , fubftituant dans 
l'équation H cette valeur de y Se changeant x en / , on 

trouvera une afymptote de refpece « = -• 

La quinzième efpece a une afymptote parabolique de te/U 

pece u^zz: pt t & une de la forme u zzz -^ 

Il n*e(l pas difficile de voir que Taxe de la parabole eft 
parallèle à l'afymptote droite. 

Si c = o , on a l'équation Ay ' -4" ^y^ '^f^'^By 
— J- m = o , dans laquelle on ne peut pas fuppofcr /"= o ; 
autrement on n'auroit aucune ablcide , ni par conféquent 
aucune courbe. Faifanc jc = 00 , il eft évident que y doit 
être infini , autrement l'équation ne pourroit pas fubliftcr j 
donc l'équation doit avoir lieu entre les termes Ky'^ & 
• fx , tous les autres s'évanouiflant 5 donc y^ =px» dod 
l'on tire la feizieme cfpece des lignes du troifîcme ordre* 

La feizieme efpece a une afymptote parabolique de ref- 
pece u'^ =: pt. 

Nous laiJfous le détail du Calcul aux Commcnçans qui 
pourront s'y exercer avec fruit. Pour leur faciliter ce tra- 
vail , nous allons expofer ks équations générales dont on 
peut tirer chaque efpece. 

Pour la première cfpece. y(x'^'-^imxy — (- n^ y^ ) 
' H- <îy--4-^*-f-cy-f- d = o , en fuppofant /w^]> n^ 
& que b n'eft pas == ©. 
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Pour la féconde cfpcce. y (x* — zmxy H- n^y*) 
j^* H- cy -H </= o : en fuppofant n^ ^ mV 



Pour la troificmc cfpecc. y {x — m y ). (* — ^y) 
41 y'^ H- ^ JC H- cy -+• i =2 o , en fuppofanc que m n'cft 



pas = n , nii = o, nii»^ 



.a^ 



il* 



{m^n)^ 



ninb^c+'-rr — = p. 

(//l — ny 

Pour la quatrième clpccc. y (x— wy ).(x •— /Jy ) 

^y ^ "+" c y -H ^ = o. Dans cette équacipn on ne doit pas 



a"- 



avoar OT = /î ^ m c -f* rr = o. 

Pour la cinquième efpece. y(x — m y), (x-^ny) 

a} y 
a y» — -— — ^ — - -f- d=Lo i m n'étant pas = /z. 



Pour ia fîxieme efpece. y* fx— /ny ) -4- ii ;c* -fr- ^x -|^ 
cy -f- ^=05 pourvu que 1 on n'ait pas 4} = o , ni 
7. m^ a^ — mb — c=o. 

Pour la fepticme efpece. y* (x — my) -+- rfx* -H 
^ a: -f- m { xn^ i^ — h) y -^» d=o ^ a notant pas = o. 

Pour la huitième efpece. y* ( x — wy ) — f- ^* jc -f- 
cy -f- <ft=:o5 fî l'on n*a pas ^ = 0, ni c =r — mb'^. 

Pour la neuvième cfpecc. y^ {x — — wy ) -f- ^' * — 
mb^ y — |— <f = o 5 fi ^ n'cft pas = o. 

Pour la dixième efpece. y^ c * — '"y) — ^**-+"^y ~H 
d = o'y c n'étant pas zrzzmb^ y ni ^ = o. 

Pour ta onzième efpece. y^ (x — wy) — b^ x -f- m b^y 
— |— </ = o j pourvu que l'on n'ait pas ^ = o. 

Pour la douzième cfpecc, y^ (x ^-*my ) -f-'cy -f- <^ 
=== o > c n'étant pas iç: o. 

Pour la treizième efpece. y''' (x — ffty) — f- ^ == o. 

Pour la quatorzième efpece. y^ -|- ax^ H- bxy ■+- cy 

- i/ === o j <j n'étant pas = o. 

Pour la quinzième efpece. y^-H bxy^^ cx-t-^=o; 
^ n'étant pas = o. 

Pour la fcizieme cfpecc. y^ -H a y ■+- ^x = o , en 
fuppofant que b n'eft pas z= o. 

M. Newton , dans l'cnumération des lignes du troificmc 
ordre , a fait attention à la figure de la Courbe dans un 
cfpacc fini > auffi a*c-il multiplié confidérablement les efpeces 
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de ces Courbes *• Nous avons mieux aimé traiter cette 
matière d*apnis le faYant £uler. Si J'on veut connoirre les 
difTé rentes Hgures de ces Courbes dans un cfpace fini , il 
fera bon d'appcller genre ce que nous avons appelle ejpcce » 
en nommant tjptccs les variations notables (jui peuvent 
arriver à ces Courbes dans uii efpace fini. On peut voir 
maintenant comment on doit s'y prendre pour avoir les 
genres des Courbes du quatrième » cinquième ^ &c. ordre* 
La matière eft vafte, mais elle e(l plus curieufe qi^'utile. 

Seconde méthode pour trouver les afymptotes 

des Courbes* 

40. Cette méthode eft fondée fur la nature du 
quarré algébrique , dont ijous parlçrons biencôr* 

Problème. Etant données deux quantités de la 
forme a .v"* , by^ quon fuppofe du même ordre m -^ 
trouver une autre quantité c x^ y^ quifoit du même 
ordre que les premières & qui ait un expofant p. 
Suppofons ^ s= c AT" , OM y = jc" : car le coeffi- 
cient conftant c ne peut changer. Tordre de x , 
auquel on fait ici feulement attention \ donc j^' = 
A'"' Se by'=:b x"' ; donc a x" eft du même ordre 
que b x"' ; donc nt =zm. Car les coefficiens conf- 
tans & finis ^ & ^ ne changent point Tordre de 
ces quantités y donc pour qu'une quantité foit du 
même ordre que l'autre , il faut qu'une des varia- 
bles foit telle que fa valeur étant exprimée p;ir 
une puiffance de l'autre variable & fubftituée a la 
place de cette variable , il en réfulte la même va- 
riable avec le mêipe expofant. Suppofons mainte- 
nant ax"" z=: dby' ^ on y' zzz ~ ;c« = g'x"'; donc 



* M. Newton ^uroit pu , en fuivani fa méthode , trou- 
ver un plus grand nombre d'cfpeces qu'il n'a fait.. 
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t0^ 



m m p 



y zzigx' se y^ ±z 0^:^ ' • Subftiraant cetcè valeur' 



mp 



de y^ dans c x^y* , on n g^ x ' = c a:"^^; or 
cecce quantité eft fuppofée du même ordre que 

ax^ y donc m =2 /*-+-• — . Multipliant tout par t 

& cranfpofant > il vient mp ^=.mt -^ nt ^ d'où 

Ton tire ( en divifant par m ) /? = ^ -*— . j— . Si « =3 

*^ -m 

X y r=iio,/«=5,p fera = 10 — 4 = ^ , & 

Ton aura a x^ , ^y i i: ^ç"^'^ , ou a x^ , iij/'*' , 

cx^y^ dix même ordre* En effet, de l'cquatioa 

mp 

y? zn ^'^ x\ , on tîre y*-= x^ { en négligeant les 
cpefEciens conftants ) , ou j^^ = a:.. Subftituanc 
cetrë valeur de y"^ l'on z. ax\b x\ c x"" y quan- 
tités du même ordre. Eh général pourvu que Texpo- 

fant p de J^oit sa t ^ — :^ j, la troifîeme quan- 
tité fera du même ordre que les deux premières. 

CoRôlLAiRE I^ Si fur ^db £= /fe , on élevé la 
perpendicijlaire as j=: t (fîg. 18.) , prenant adzn 
fp zp.n^'ap-=L fi == p \ les triartgles c ah ^ cpf 
femblables' à calife des parallèles /?/, a h , don- 
neront a /J : ac\l fp i pc yOM mit :i n : pc r=3 

-T— : donc àp 1=2 p = ac ^ cp e{ti=:t^ — : donc 
û dans la' quantité c x'^y* == c x^^y'^ * , on mec 



* Quoique aâ ^ ap foicnt des lignes » nous les regar- 
dons comnvc des expofants , parce que rien n'cmpcch;; de 
repiéfencer des nombres par des ligues. 

Tome IL M ' 
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^ ^ li au lieu de p elle fera du même cidre que 

m ' 

les quantités ax^^ ^ by*. 

Corollaire IL Puifquc le point /eft déterminé 
par cx*^y^^ qu'on fuppofe du même ordre que 
ax^* j h y'' '9 le point g fera auffi déterminé par 
jj^mhyMi ç,^ fuppofant cette quantité du même 
ordre que les précédentes ; or la pofition de la 
drçire A c ne dépend que A/ss points g, & /; donc 
tous les points fitués fur bc détermineront des 
quantités du même ordre. 

Remarque. Si m étoit négative^, on prendroic 
le point b fur le prolongement a B*de cette ligne,' 
& il r étoit V négatif on prendroit le point c fur, 
aC'y&cc. 

4U Paflbns maintenant à là conftrudion du quarré 
algébrique ou analytique. Divifez en parties égales, 
lès côtés d'un quarré (fîg, 1 9) 9 & tiranj^ar les points 
de diviiion les lignes que repréfente la ^ure, écrivez, 
à la marge les différentes puiflànces de; x ôcy comme, 
vous le voyez * , & vous aurez une figure que nous 
appellerons quatre algébrique ou "bien quarré and^ 
ly tique. Cela fait , chaque quantité cx\y'' fera déter- 
minée par la rencontre des lignes , dont l'une va 
de x^ fitué à la partie fupérieure du quarré à x^ 
fitué à la partie inférieure , l'autre ligne étant ter- 
njinétc aux deux côtés du quarré en y"" & sm(\ àes 
autres. C'eft pourquoi on pourra placer dans : le 



* * On peut pour cela fc fcrvir d'une tablette de .bçis 
peinte en noir , en écrivant à la marge avec un poinçoa. 
les pr & les ;y avec leurs expofans. On pourra fe fervir de 
blanc d'Efpagne pour écrire ce qu'on veut effacer , ou bica 

. marquer avcci des épingles la poucion des points^ 
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i^aarté* dl^^'rique tous lè^^tètaièfs d'une' éqiiatiôif 
qdi* Ile: pttlftta^ {Jas lé' fîxiietnfe degré j» eiile fou- 
réna^t de placer le terme eohftkhc au poirrt déter- 
miné ^ât» x^'y'K STi réquatioii étoit d'un dôgiré' 
pliis^éîfcvé , lx)h aligmenteirott' le quaTté , afih' dé 
pdUvoit' plàtet x^\ x\ Set. y\ ;^S &c. Si l'éqUa- 

tion- dbntoAoït x"^ y y pAïté que v^i 4fe 1*41^ 
à-peu* près ^ on placerojtt'ce ternie au coiicours de* 
éevtiL pjurallèles, doiit ^ani^paflfe^9if ^t le mïlicir dé 
ia diyiôpn qm iepaw Jf' &; a:°j & Taiitre par la= 
ligne qui va ^j^* à^% Iftàkim peu plus près dé 
y^ que de j* , parce qbe 1141 eft uii peu pliis petit- 
que I +^. Au refte uue petite ^reuf n'eft pas ici.de 
conféqueiicei Pour placer cy ^ on^fera attention que 
cy z± t x^y ' fc 0e même pour placer b x ^ pat exemple > 
on - remàrqueri que è;^ eft 2? by^jc\^ Il eft yifibl^ 
4tféh" {î[i|)pofàfit :ir ==± (» , ^-' I on prend;' ;t'3 , pàt' 
éxelTipIêj.tôiisleîJtèfmes du rang horizontal (îtués 
à la gaàchè^de>^ dtfjfâïëîaroaif î^-ittàhf-aïi'cdiifraire^ 
towi cerix'Jôia dtoîfeVévanouiront, fi xeft = -~» De 
mèif^^fairant j^^r 66 & prenant y^ , par exemple ^ 
tous lés~termes -j^* ) y ,"&^c. ïî'tùés au-dèfifôùs dif- 
^j>aroftront \\ àa* cOrittaStV JDOfas les termes fiçués 
au-de(uis de ^^ doivent ?evand5ir\ eii luppôfanÊ' 

41. Pîw>*Ll^tfi. Etant donnée une équation tnttc 
^e-^fi^-y <j myu^tr lu vûltiit é^m iei inconnues 'en 
JkppàfariiÊH' aUtrt Inertie -ôh infiniment petite. Soit? 
réqAâtîon* " '- * - . / 

^ oj* yA-^ fc jry^ -H /«^ y* -H ii^y^ H- my ^- ^.=t <V 



I I I 



^ Il s^agit ici des équations à deux inconnues. 
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En rappliquant fur le xjuarrc algébrique » Pordre 
des points fera ^ celui qu'on voit dans la figure , Se 
joignant tous les points extérieurs par des lignes » 
on aura un polygone dont le périmètre eft concave 
vers Tintérieur. Suppofant maintenant x =: c» , on 
prendra la partie du périmètre dont la concavité 
eft tournée vers la gauche , l'autre partie difpa- 
loiflant dans ce cas , & l'on aura Téquation — bx^y^ 
+ Aat^^' — /at^^*— px*^+^ = o, qui contient 
ânq valeurs de j^ » & par conféquent autant que 
la propofée* Pour les trouver nous partagerons 
riquacion en d'autres plus (impies , indiquées par 
les cotés du périmètre de la figure. 

l.-^bx^y +hx^y^ = o , ou by^^hx = o , en 

changeant les fignes & 
diviiant pr x^y^. 

II. K x^y '— ix^y^-^p xV == o , ou en dîvifant par x^y, 

hx^y^^lxy'^p=zo^ 

m. — p x^y + j = o 3 ou en changeant leç fignesr 

px"- y — q = o. . 




xk 



De la première équation on tire j -==. _^ ^ ^». 
de la féconde y = - ^^ ^-7T — ': La troi- 



I >■ I > 



'%hx 

fieme donne la cinquième raciiie y = — -. * 

■^ "' '..., V, •^ p>x^ 

Si Ton fuppofe x infiniment petit ^on prendc». 

la partie du périmètre -qui. ^ft conçoive du coté de 
, la droite , Se l'on aura 1 équation ax^y^ f — ^xy\ 
' -5^» /ty* 4- ^y -|- ^ ai o; - Pour trouver- les cinq va- 

leurs de y que contient Téquation , on la. partagera* 

en ces troi« autfes indiquées par les côtés du péri- 

ïnetreT "^ ^' 



mm^ i»i 
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X. a x*^*— cxy^ = o , ou en divifanrpar xy^^ 

\ a xy — c ='o , d'où Ton 

c 
tire y = — . 

U. — tfjfy^ + A:y*=d, ou— CAry*+A:=o; donc 

donc y == + Y — • 



ex 



III. \.y^ + ^^^ + ^ c=3 o , dont les racines font 

' ' * - "^"^"T^* * 

Suppofanty =5=3 co , la partie du périmètre, donc - 
la concavité , d commencer par la droite , regarde 
le côté inférieur du quarré » déterminera Tequa- 
xvynhx^y'^'^hx^ y""^ ax^ y^-^c xy'^-^^y'^z=Lo. 
Les quatre valeurs de x que contient cette équation ^ 
de même que la proposée , fe détermineront par les 
équations fuivantes , indiquées par les cotés du 
périmètre. 

L hx^y^ ^b x^y^ z:io ^ d'où Ion tire x = -~. 



a ^ . a 



II.— ^*^y '+ ax*y ^=o, d^oùTon tire x= r-y^sz-j. 

m. ax^y^-^ cxy^ = o , d'où Pon tire .v = — = -^. 

tfj^ il 

IV.— c a: y ^+ ^ y*= o, ou c Ary*-^ it = o ^ou ^ := -^~ 

Il cft facile de voir que ces racines vont en 
décroifTant de la première à la dernière. 

♦Si l*oii fuppofe y infiniment petit , la partie dû 
périmètre qui eft concave du côté fupcrieur du 
H^uarcé j «Q commençant par la droite , doni^. 

M } 



a, m f ■ — ' 

i8z COURS DB Mathématiquj&s. 



fi x^y -r-lx^y^^P ^^y + ? = p* Les corcs <3* 
pcrimetre font connoître les ccjuations fuivances. 

Pc la pr^tnieiie qn tire A y'^ -- / j:^ -- ^^= o, 
^^ VÙA/ ^ + ^O ' 

D« la féconde on tire px^y — j == • , oa 

py\ ~ \py/ • / , • 

Cette méthode réfliké de la-nature des éqtiatîbc5« 
En effet foit i'équad«n x^'^ax^^-atx^alfczMzo^ 

^c ^ ie 
dont fes racines font tf , * , c. 

Si l'on fuppofe a infini par rapport ^ B Se à 
•infini pa): rapport i c , l'on a réquatiQn* x^^ax^^ 
abx — ab e'sss: o j d*où en joignant chaque terme 
iiyec celui qui le fuit , op forme ce$ éq^uations plus 
•{impies x^ -^a*r*;s:o,ou;r«— <t=:o, ouA: = iZ. 
En fécond lieu -^ a x' + ab x :=: o, d'où l'on tira 
X'^h^f^y QU X ^k i txt ircàfieme lieii Voii a 
abx — ^ abc r=o ^ o\x x-'^c =: o , ou x = r , 
.* Rem AJBJ^Pf I. On peu; donc par ije mo^B jâxk 

3uatrc algébrique trouver facilement les racines 
'une équation 4 deux variables x &c y y 4?^^ ^ 
fuppofition d'une de ces variables infiniment grance 
ou infiniment petjce. 

~|l E M A R Q u E n. Les racines de Féquation 
|çdui^ dans la (uppolicion* 4e j^ine dçs va^i^hlesi 
infinies , ne peuvent di^éref des r^iciia^ 4e b 
jmèpip . équation non rç4we , qu<^ d'^we qv^ciré 
iYaùQulflantie paç lf^P9îî ^ ^^9 ni^i^es fgçw^ ; 
in fprte que $ %h^or té^KA d9ms y wm^ 



r 
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Véqttâtion non réduite , donnantes: ^ + B*, on 
4oie conclure que fi difparoît devant <z. II éft évidenc 
ae fi a eft imaginaire , la racine le fera aiifii : mais 
î ff efl: une quantité réelle & B i||^âginaire , la ra- 
cine fera de même imaginaire. On ne peut donc pas 
iavoir par Téquation réduite fi la racine trouvée eft 
imaginaire. Si B eft une quantité imaginaire , on 
^pourra toujours la déduire à la forme c + rf |/^ 
\ ainfi qtflî' le fàivent les Géomètres }. De plus 
l'équation , outre la racine ^ + ç + d^~i , en 
^aura une autre === iz H- c — ^|/ (— i ) , dUcc étant 
extrêmement petits par rapport à â ; donc dans 
le cas de B imaginaire , l'on aura y = a -J- c -H 
V^t/— I & j i= û i+- r -^i— d\/~\ 5 donc l'équation 
•réduite contiendra y — a = o , y — - <t « o , c'eft^ 
-à-dire , fera divifible par \y — a )*• Si cela n'arrive 
3pas, la racine ne peut être imaginaire. Si cela arrive^ 

Î>bur fàvoir fi elfe eft imaginaire lorfqu*ôn cherche 
a valeur de y dians k cas de a: = 00 , fuppofons 
ijue réquàtion tranfportée fur le quarré analytique 
& réduite par la méthode cl-dclfus , foumiffe cellei- 



ci (^ — û )* = o , on prendra dans l'équation non 

:ités dé Tordre immédiatement infé- 
rieur a celui de Inéquation qui â donné fy— i?)^ tnz. o : 



téduitè les quantités 



ôinfi fi le côté ad an périmètre ( nous appetleroni ' 
re côté une directrice ) a donné une équation dfe 
cette forme ax^y^ -~ A.^^J'^ =^ o.? on prendra 
dans l'équation non réduite la quantité x^ y^ qui 
lÊtppartiient à l'ordre immédiatement inférieur à celui 

3ue donne la direftrice ad ^ ôc tirant par x^y^ là 
iredrice pq parallèle i da par le point le plus 
proche de la directrice a d j tn forte qu'aucun- deis: 
termes contenus dans l'équation ne tombe entre 
les par^Uetes 4 W&^^ jo tous les termes fitués f^c 

M 4 
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jpq feront d'un ordre immédiatement inférieur i 
caix de la direâxice ad*. Ajoutant les nouveaux 
termes à ceuic de la direârice ad j l'on verra s'il 
en refaite encor^ne équation de la forme (y — ^)* 
:= o , en faifant a^ c =zzg, ôc c étant la quantité 
qu'ont domié ces nouveaux termes. Si cela arrive 
on cherchera une nouvelle dire^riçe qui contienne 
les termes de Tordre immédiatement, inférieur i 
ceux de la directrice p q , jon ajoutera ces nou- 
veaux termes » Se ainfî de faite . jufqu'à ce qu'oo 
ait épuifé toute l'éqUation , ou qu pn ait cefle de 
trouver une équation de la fotme dont nous venons 
de parler. 
4}. Problème. Etant donnée une équation de cette 

forme: ax^y"" ^ bx"^-^^ y^-^P -f-^x^'^^^y^'^^^ -^ 
&c. =:; , dan^ laquelle les expofants des deux va- 
riables font en progrejfîon géométrique croiffante ok 
décroijfante j les coefficiens a^bj &c^ étant réels > 
ou o j on demande de trouver la valeur de y pour 
une valeur de x donnée. Qn peut toujours ordonner 
l'équation de celle forte que les expofants de y 
aillent en décroisant. Il fomt » (i cela eft néceifaire, 
de renyerfer Téquatipn , en prenant le dernier termç 
pour le premier , le pénultième pour le iecond , Sec 
Cela pôle , fuppofons que n^ n-f- p^ n-^ xpj &c» 
<ft une progreflion arithmétique décroiflTantej. c'eftr 
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* C'eft-'à-dite , qu'il n*y aura aucun ordre intermédiaire 
entre Tordre de la dirpâriire 4d & ccl^i de la dircûricç 
pq^ quoique d/ailleurs les ordres de ces diredriçcs puiffcnt 
être' éloignés Tqn de lautre. Si ïordrz de la dircdlrricc ad 
çft le dixième, & celui de la dircdrice pq \e feptiem« 
ordres il n*y aura dans Féquatioflu , aucun terme d*an orcUi 
itt«ç«flédiaiw çmtç le fçpûeniç ic Iç ^\çv^^^/_^ 
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à-dire , fuppofons que/? eft négatif; divifez l'équation 
-j>ar *wj^» , ce fadeur contient une racine j^ z=i o. Oit 

aura a ^ b x^y^ -+- c Jf* [y*^ -^- &c, = o. Fai- 
.ïons x^yf = îj fubftituant cette valeur de x^yp ^ 

il vient <x-+.^:j»f-c :[*-+• rf :(^ -+- &c. = o. 

Cherchez les valeurs de :{ , c'eft-à-dire, les racines 
.de cetçe équation, Se cela par approximation 'fi Xmn 
ne peut les avoir aucreipent , & \ fera fuppof^ 

connu. Mais l'on a x^y = î ; donc^' =: p , ou 

^ = K i ) ^^^^ ^'^ ^^^^ ^^^ valeurs de j' , puif^ 

qu'on connoît :^ & que x eft donné par fuppofition. 

CoROLifAiRE, Si Ton fiait |/î =:tf&-^-*=f, 

on aura^ = r 4- «= ~ == ç'' a:^ 55= <ix , quan««. 



«' 



tité imaginaire ii ^ eft imaginaire , ou fi ^ étant 
réel , q eft une fraâion de cette forme - , n étant 

un nombre impair & x étant fuppofé négatif. 

Exemple, Soit Téquation ay^ '^ bxy^ '^ 
ç x^y^ -+- dx^ ss=i o , on aura « = tf,/?== — z, 
772 = 6 , r = I. Divifant par ^* =;: x^y^ , il vient 
a^ bxy^'^ç^^y-^ '•^dx^ y^^ zzo. Faifant 



^y *j ou-^ = :f 5 il en réfulte tf + * î + ^ ?* + 

4/ :{^ zz o ; ce qu'on pouvoit tirer de l'autre équation 
en faifant yî=i&:jf'=:f, & qu'il eft bon de 
remarquer , parce qu'il en eft de même dans les 
autres cas. Suppofant maintenant \ connu par le 
jmoyea de l'équation que nous venons de trouver , 
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moa% aurons SLsz^ax^ ss» iir' =:|x j, enfiip-^ 

^pofant Arr=9»&^ = 4.Ileft aifé de voir qne dans 
w X* » la Weur de a peac nttre pas la même qaa» 
^étoïs réquatîon mopofée. 

44. pRO'BiiME. Etant dotmée une équatiàn 
iatgébrique entre x &y y trouver la valeur ie y par 
9me férié ù^mpofee de x& <onfiantes y '& cela d*aur- 
tant plus exaSement quon prendra un plus grand 
mombre de termes. Sappofons d'abord xcz^^. R^ 
dttifanc Técpiacion dans certe fuppofitioin par lè 
«loyeti dtt q«arré algébrique , on trottvéta Itfs 
lacines y > dom les valeurs attîCHit la (orme nx^^ 
a étant une quantité conftante quelconque» & ^ un 
expofaint quelconque. Prenant une de ces racines 
^x^ y f4;d>ftitaez dans l-équaci<m , Y -4- ii ît* 4 
la place àity^ rcduifez de même l'équation qui 
en réfukera , dans la fuppofition de x =: eo & 
cherchez les nouvelles racines Y. Si vous èh trouves 
ptufieurs , prenez celle qui eft du ptu^ bas ordre. 
Soit donc Y = B x\ Dans ta dernière équation donc 
les variables font x & Y , écrivez à la place de Y 
la quantité ^' -+- Y , ou plutôt y -+- hx^^ vous 
aurez une nouvelle équation entre x & y\ Con- 
tinuez de même à fubftituer , en cherchant tou- 
|ours la valeur du dernier y -, jy'' , &c. ftibftituca 
lofqu'à ce que vous arriviez à . une qu«xti(é ima^ 
ginaire , ou que la férié foit finie , bu que vous 
ayez trouvé autant de termes que vous Jugerek 
nécefl^ire pour votre objet , & vous aurez y ài=^ 
«AT* -H Y -4-y ^y^ tct. Lei quantités Y, y \ 
&c. fetùht ' toutes d*ane forme qu*oft poiirfa ex^ 
primée par B ^> S4 l'en fuppofe x .^-^ > '^^ ^ 
duira Tequation par le quarré analytique dans cett^ 
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jmème fuppoficion , le lefte Vacheveca de même. 
Ex.E3^i>L£ L Soit,l*cquation y'^ — -s^iK^ + ^^y 
^^ ^ a:^ H^ 4 a* = o , on demande j exprimé par 
une féric d*autant plus convergente que Jf efl: plus 
igrand. Faifant x = c» , & appliquant i'équariou 
au quatre algébrique , on la réduite celle-ci y^ — . 
^y^ -H* X* = o , d'où lion tire par les diredrices 
f^ ^ xy'^ ^o ^ ^xy\^ b x"^ =: o. X4 fremiei^ 
j^ diviiànc par y ^ ic tr^ipo£ui!: , donne ^ ;;= a: j k 
ieconde dpniiey ==+ V(A;c) & y;=:— \/ [bx}. 
i:lpiaque\ y promet une iiérie» Poux la pxemîeFe on 
^ y z=: X z=ia x^ ; donc j^ r? Y «H ^ ^*- SwbftituaaiC 
cette valeur à l.a place de^ >, ou ponr moins d'eixH 
h^ï^s 3 fubftituant y + ^ ^* 5 ^^ y ^ ^ ^^^ Heu 
^ y da^$ Tcqi^ation à(^tmit , il >ûeai: en rédi^ifanfc 
ic faîAu^t a •^^ ^ ;:? c , il vient ^ di$-je , ^'^ -?H 
f^xy ^ A:*y HhiiAry -4- <:a;^ ^^ ^i* =; o (D)^ 
qui d^ns U i^pppfitipn ^ x zi^t^ devieni y^ 4^ 
> ^J'* -ff ^^y Hr cx^ z^o y doot fcs racines fon(c 
contenues danç le^ iquationsy^H- ^xy^ + .^^^yzzzo^ 
x^y + cAf* =• o , que donnent lej dire^rices, La 
première en divifant par y devient j'* •+- 2 xy -H 
jjL* ^ o , PU iy -rt- x) X iy •+- y ) s= p } dorw: 
y = -^ AT , racine inutile , parce qu'elle détruit^le 
premier terme x de la férié 3 il faut donc em- 
ployer Fautre équation r'j -H ^ •«'*=: o , qui «n 
tranfpcifant ic mvifant par x* donn0 y =î — r ^ 
fécond terpie de là férié. Pour avoir le troifieme 
oh fabftittiera y ■— • ^ à la place de y dans l*équa- 
pon D que nous venons dé traiter ^ &c Ton auca 
y^ — icy^ -h} c'y — c5 «3 o 
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Cette éqoatioii étant appliquée an qnarrc alge^ 
brique , fournit cette équanon utile x^y -+- xc^x- 
m^ac xsxz o'j donc divifànt par x^ & tranfpofant, 

yzz , troi£eme terme de la férié jrs=« 



;r— (tf-|-A) &C, en mettant 



p- ^ à la place de c. On peut de même trouver 
• tant d*autres termes qu'on voudra. Mais il eft facile 
de voir que x étant fuppofé fort grand , le troifieme 
terme eft fort petit par rapport au fécond » & celui- 
ci par rapport au premier , & qu'on peut négliger 
les termes qui fuivent le troifieme* 

La féconde racine de Téquation donnée a été 
trouvée ==r -j- y A y , qui eft le premier terme de 
la férié qui doit repréfencer la féconde racine y. 
Ecrivons dans la propofée y -+- |/ ^ x à la place 
de ^ & faifant pour abréger A =3 i dans Tequa-* 
tion donnée & dans \/b x ^ oa aura i'équarion 
propofée y^ — xy^ -+- a xy H- x* •+- a ssse o ^ 



dans laquelle fubfticuant y -f x^ au lieu de y ^ 
léduifant, l'on a j' + iy^ ^^ Hh ij ^ •+• ** — 

y* X — . xy x"^ -{- axy + tf jc' -4- û ==: o. Cette 
équation , mife fur le quarré analytique > donne 

cette équation utile x'— ij**+ ax' =r o, d'où 

Ton tire i — * j^ + ^ = & ^ =?= - +| , ou en 



écrivant A à la place dç i , ^ = ^ - "T ^ fécond 

terme de la fcrie , Sec, Si l'on fuppofe le premier 
terme négatif], on aura la troifieme férié ^ ess «« 

V^*x + &c» 



on 
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Si dans réquation prQpofée on fupppfç ;i; = ~-, 
trouvera réquation j^ + a ^^ = o , qui n'a qu une 

racine réelle ^ = — |/(^ i* ) > fes autres racines 

ctant imaginaires ;'.ainfî •— ^/ (il i A)" fera le pre- 
mier terme 4e la. férié. On trouvera le fécond en. 

écrivant^ans Téquation propofée j^ — a' y à la place 
de y \y ce qui donnera une nouvelle équation , que 
j*appellerai A. Appliquant l'équation A au<quarré 
algébrique , on trouvera daiis la fuppofition de 

^ =/— , les deux équations fuivantes }a^6'y — 

Jl^^x ^ ah^x *== o , f - } JiY + 5 ah^y-o. . 
Cette dernière équation ' divifée par y deviendra 
du fécond degré & les racines qu'elle donnera feront " 
finies , tandis que nous cherchons une racine infi- 
niment petite ; aihfi elle eft inutile. La première 

étant divifée par a'i* donne ii'yr-.i'x -*- a^x, 
attss o ^ donc y = -— i — :;^. — j donc en s'en tenant 

anx deax premiers- tetmes^j = — a*^ i^^-f- i-r-. — ^~ ^ 

à-peu-près à caufe-de a: fort petit. 

E k ÈM p r E 1 1. Soit l'équation x^ -f- x^y + a y* 
— 1^*^ -|- û^ z= G , on demande^ une férié qui 
donne-y d'autant plus exactement que x eft pris 
plu's; . pet;ît. Appliquant .cette équation au quatre • 
algébrique , elle fe réduit , dans la fuppofition de ' . 
x:i=î-j^, à cette autre- équation ay^^-^ la^y + 
4^ =5==- o , ou en- divîfaht par ^ , j^* — xay ^ a?- 
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:± o , ott C^ — «)* a= o i donc elle aime racine 
dbubl& y :=i aj y z=, a; ^t fone que* le premier 
tenne des deui fériés qui doivent- donner les va- . 
leurs de y eft a. Pour trouver les féconds termes 
de ces fériés, jefubftituey -f^ ^ dans réquation 
propofée à la place dey , & j'ai x^ + x^y •+ arx^' 
^ ay^ = G , qui dans la fuppofîtion de a: inâôi« 
ment petit donne » en l'appliquant au quatre algé- 
bkrique». afj^ax^ = o » ouy* + ^ «=■ o , ou 
J* = lll V*^*^** i.dônc le fccond terme de chacune 
des fériés eft imaginaire \ ainii les fériés font elles- 
nièmes imaginaires fc leur continuation eft: umcife* 
Rbm ARQVE; Si l'on trouve une équation de cette 
forme {y — af =3= o , on aura autant de fériés que 
n contient d'^unités ^ le premier terme de ces fériés 
fera = a. Si /i = i , a appartiendra a une feule 
férié , dont le premier terme & lés fuivants feront 
réels. Si /z =s 1 , il peut fe faire que le fécond ou 
lèttorfeme , &c. terme des deux fériés foitima^^ 
ginaire \ il faut donc opérer jufqu'a ce que ron 
naivienne au terme où les deux fériés ie iepatent^ 
l'une de Tautre , alors on trouvera deux termes , 
un pour chaque, férié , qui feront tous les deux 
réels ou tous les deux imaginaires. Dàas le premîetn 
cas on peut être fur que les fériés font réelles. 
Mais fi les fériés doivent être les mcniesi le^r va- 
leurs dey étant les mêmes pour Tune & pour 
l'autre, il faudra continuer les lei^ies jufqulla fin ,. 
afin d'être atfuré qu'elles ne contiennent aucun 
terme imaginaire. Si /z = 5 -> le premier ternie des 
trois fériés fera = a & Ion continuera la férié 
jufqu à ce qu'on foit arrivé au terme où elle fe 

Fartage en trois , ce qui ne peut fe faire que. par. 
extraâîon d'une racine cubique^ qui donne oa 
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tfois racines réelle». .ou. ckux imaginaires^ & un«r 
réelle; donc au moins. une des-trois fériés feraxceileé 
£n général il faut opérer^ jafqtt'i^ ce que- la férié 
fe rourcbe en un nombre n de fécies. Mais fî la^ 
f^tie dont le prembr terme eft donné par. Téqua^ 
tion {y — a)'! = o, ne f©; fourche pas:, c'eft une: 
narque qu'ail, y. a aucanc de fëries égales & autant: 
de valeurs de y égales » qu'il y a d'unités dans n. 

Remarque IL Puifque les fériés qu*on cherche 
font une fuite de termes^ d'autant plus petits qu'ils 
s'éloignent du premier ,. en forte que lès, ordres 
de ces termes font dUTé^rents ,, du moins, en fup- 
pofant l'inconnue deiJâ fuite infinie ou infihimenc 
pçtite» il faudra. rejette? toutes les valeurs dôs racines- 
qui., donneifoient un terme égal , plus grand ou du 
même ordre que lei.pcécédencs. Oh: doit re^er 
aiâiS leS' racines qui donneroient un terme qui dé^ - 
truicoit quelqu'un des précédents* . G'eft aûifiqtiei 
dins ie premier exemple^ on a. rejetcé^ — ^ x qui ; 
détruifoit le premier terme -+^ x. 

PaflTons maintenam^ à la recherche de» branches 
infinies & des afympeotes des courbes«^ Si l'on ptend- 
une parde p p 6&\ î'abiciiTe^ a p infiniment petke • 
(iîg. 20) , nous 'l'appellerons dx ^ Se une parde^ 
/iz.>« de l'ordonnée » auffi; infiniment petîoe , nous ^ 
rappellerons dy &.nous ferons le fmvLs total = i . 

-45* Thbojl. La tangente de l'angle de la Courbe > 
Altec. une iparallelc àJa ligne des aèjcijfes en un point ' 

qttetconquc m eft zn — ^ 6rla tangente de l*ange dà 

>» d X 

la. Courbe avec fon ordonnée efi — ^ d^ autant plus . 

exactement; que les points m & i feront plus proches.* 
Vun d£ l'autre. En effet la portion mi de la Courba 



L 



ifi Cours di* M athematiquks. 

_ 

fe confond avec la portion correfpondante de h 
tangente M m , d^autant plus exactement que pp 
eft plus petit * ^ or le triangle mio reâangle en 
(à caufe de io parallèle i ap ôc de mp per-^ 
pendiculaire Tur l'axe pa : car on fuppofe l'angle 
des coordonnées droit) , donne , en prenant i o peut 
tiyon^dx m=i pp 2 dy es^ rn^H 1 : rang, mio 

«== — j donc I*. &c. Le même triangle donne dyi 

dx 
/a: : : I : rang, imo ^ j— 

COROLLAIÉ.E, Donc fi -p- eft =:^, c^n aura 

dx 

dx \dy V: i : tf. Si ^ se o , l'angle mio fera = 0, 
c'eft-à-dire , que la Courbe eft alors parallèle à 
la ligne des abfciftès : ainfi les branches de l'hy- 
perbole vulgaire font cenfées à l'infini parallèles à 
leurs afymptotcs. On fait anfti que la tangente qui 
paftè par 4'extrêmité du petit axe de TEllipfe eit 
parallèle au grand axe* 

: 4(Î4 Problème, Etant donnée V équation d*unc 
Courbe j trouver pour chaque branche infinie de 
cette Courbe la valeur de y ou de x par une férié 
dont les termes aillent toujours en diminuant* 
Pour les branches qui s'étendent à l'infini dans la 
direûion de l'axe des abfcifTës , fuppofez a: =: 00 
& cherchez la férié que donne y dans cette fixp- 
ppfition. Pour les branches qui s'étendent à l'infini 



* Lorfqu'on fuppofe le point m infiniment proche du 
point i , l'angle Hc la Courbe avec Tordonnéc , ou avec \z 
ligne 10 parallèle à l'axe des x, eft cenfé le même que 
celui que fait la tacgcnce avec les mêmes lignes. 

dans 
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dons la direâion de l'axe des ordonnées , changez 
dans Pcquation y en x Se réciproquement , & cher- 
chez enluice la valeur de j comme pour le cas pré- 
cédent. 

CôROLLAikEfcLa férié àihfi trouvée feray=rà x'-fT 
bx' + cx^ ^ &c. a y A , c , &c. foiît des quantités 
conftanres & les ëxpofaiKs r^Sy ôcc. doivent allier en. 
diminuant , autrement la férié ne feroit pas conver- 
gente puirqu'on fuppofe rcàU moins fort grand.Si Ton 
friit xz=09 , la férié fe réduit au premier terme & Poii 
ay = /r x\ Maintenant fuppofons qu'on augmente y 
de la quantité infiniment petite <^^, &;c de là quantité 
infiniment petite d x , Ton aura ax^=:a.(x + d x/=:2 

. ar(r — i) , , v, 

c= <2a;'4- ar x'^^^ dx y parce que les termes qui 
fiiivent difparoiflfent devant le fécond , à caufê de 
dx infiniment petit ; donc notre équation devien- 
dra y -^ dy = ax^ -|- arx^^ ' dx , ou dy s=3:^ 
^r X' — ^ rf.v, en effaçant les quantités égales^, ^jv*"; 
donc dx : dy \\ i\ arx^"^^ y ce qui fait voir que 
fi r eft pofitif & plus grand que i , on aura dx : 

dy :: 1 : o» & 2^ = -ïT =ns o ; c'eft-i-dire , que 

dans ce cas la Courte aura une branche qui i 
l'infini fera parallèle à l'axe des y. Si r eft =: i , 
r— I ferai=o & l'on auta^;i? : dy :: i : ax^ 
B= a ; donc la dertiiere direûrion de la branche 
cherchée ne fera ni Taxe des ordonnées , ni celui 
des abfciffes (dans ce dernier cas Ton auroic 

«— =5 o ) , mais une ligne qui partant du point a 

fera un angle oblique avec la ligne des abfciflès.. 
Si a =z i y cet angle fera de 4 5 ^ : car la tangente 
Tome IL N 
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de 45^ eft égale au rayon. Si r eft une fraâion 
pofitive plus petite que l'unité , r — i fera un 
nombre négatif — P > Se Ton aura ax^—^ =z 

a jp - p = — , quantité infiniment petite y donc dx : 

dy :: Il i^y donc j^ = o ; donc la dernière 

direâion de la Courbe fera parallèle à l'axe des x ^ 
ce qui a lieu auffi fi r eft un nombre négatif 
entier ou fraftionnaire. 

Corollaire IL Soit dp l'ordonnée^ de la 
Courbe mpn ( fig. ii ) » on trouvera la dernière 
diredion de la branche p n par Pcquation y = 
ax^ -t- &C, Soit g d = y =s a x* , on décrira la 
branche g q par l'cquation y' zz ax' y Se la der- 
nière direction de cette Courbe fera la même qae 
pour la Courbe p n ; de forte qu a l'infini les deui 
Courbes deviendront parallèles Tune à l'autre. L'in- 
tervalle g p entre les deux Courbes fera fini , infi- • 
niment grand ou infiniment petit , félon que ^ Ar'-f- 
c x^ Sec. fera une quantité finie , infiniment grande 
ou infiniment petite. Si Ton prend deux termes 
de k férié , qu'on fuppofe y r= ax^ -f- bx' Se 
qu'on décrive la Courbe r j de cette équation , la 
branche h s s'approchçra encore plus de la Courbe 
pn j de forte que rs^fq feront les afymprores 
curviligiies de la Courbe p n ^ en fuppofanx qu à 
l'infini p g Se ph font infiniment petits. Il nefl: 
pas difficile de voir ce qui arriveroir en conftruifant 
îk Courbe de l'équation j"' z=i ax"^ + bx' -^^ ex*. 

Exemple L Soit l'équation xy — c^ == o, 

taifant * = oo , l'on a j = — =s o ( car ici on 
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cbnfidere o comme une quantité infiniment petite). 
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& la férié, eft cotïîpofée d ûo feul rerne» Siip^oJJant 
A" = — 00 , on a^^= — o y c'eft-à-dii"e > que la 
Courbe , qui cft évicfemménc une hyperbole , ^ 
deux branches infinités , Pune du coté dei abfciirei 
j>ofitives , Taûcre éa coté des négatives; & parce 

que la mime équation donne jv == - — , il s'enfuie 

que la Courbe a deux autres brancKes infinies j 
dont k dernière direction eft parallèle à.l'a^é'dei 
ordonnées : ce foiK là lesquatre branchds';dè PHyp«r- 
bole rapportée à fes afymptotes. ■ . - • 

r Exemple II. Soit [réquaiion ^^ — y* j^ + 
42^ = o. Paifant x = oo Se appiiguantcëttè qqua- 
non au quatre algébrique, felle fe réduit à x^--^ 
x^.yy :sz. »o. En fuppofant j = ao , elle fe tédoît 
à ces deux a:^ — or^y^ = o ^ -~ p;^ y"^ ^ fâ =p^ 
dont la première eft la même que celle que donne 
• AT = od. L'équation x^' — '- x^y^ = o, doîme y^ =:;t*, 
y=:+ X Scy rsK — a: : ainfi^-^ & -^ a: font fes premiers 
çerme^ dés deux (éxïes qui repréfentent les deux y; 
Pour trouver Iq fécond terpie ,de la premiére-.fkie , 
en fubftituera dans l'équation de la CourFey +x 
à. la place de j , . & y — ^ * fi l'on v^mJ^; ^yoiu fe 
fécond terme de la féconde férié. Dans le premier 
cas t'équation devient -* x^j* — i x^y + ^^= o » 
iqui par le moyen du quatre analytique fe réduié 

à -— 1 ,x^ y 4- af^ = o , d'où l'on tire y s= 

fécond èermè de la premiei'e férié. En faifant x 

négatif on a j^ = — -r-r , fécond terme de la 

féconde férié. Il eft inutile de chercher d'autres 
termes , parce que ceux-ci font allez petits ^ donc 
les deux fériés qui répondant aux deux y font 

N i 
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xA — r=:y&— X r = TJ la Courbe a donc 

deux afympcotes y i chacune defquellês répond une 
branche iniinie , foit du côté des x poiidfs , foit da 
côté, des négatifs, La fuppofition de y = oo donne 
l'équation jc^ — x* j'^ s= o & a: == ^t y. Subfti- 
fuant x-^y ih place de x dans l'équation pro-^ 
pqfé& , on trouvera facilement que les branches 
de la Courbe s'étendent à l'infini dans la direâioa 
de l'axe des ordonnées , comme dans la direâion de 
Taxe des abfciflesi Si l'on néglige le fécond terme 
des fériés ci-delfus parce qu'il eft infiniment petite 
on aura y = a: , y = -^ x.; donc les afymptotes 
ireâilignes forment à l'origine des x un angle 
de 45^ avec la ligne des ablciffes , & ces afymp- 
totes font hyperboliques du genre — j. L'équation 

Sropofée étant du quatrième degré , cherchons les 
eux autres valeurs de x par l'équation — - x^ y' -f* 
fl^ = o , ou xy = H^ ^a^ = lE ^* 3 ^^^ *=^ it 



— s= o H- — • Il n'eft pas néceffaire de chercher 

y, — y 



a^ 



d'autres termes , parce que *— eft une quantité infi- 

nimenr petite ; car j eft fuppofé infini j donc l'axe des 
ordonnées eft une afymptote à laquelle, du côté des y 
jpofîtifs & négatifs répondent deux branches infinies. 

Remarque!. Les fériés qui contiennent des 
quantités imaginaires » indiquent des branches 
imaginaires. 

RBiiïAaQUB H. Nous avons ilippofé l'angle 
des coordonnées droit, parce qu'il eft toujours 
poffible de rapporter la Courbe à un axe tel que 
cet angle foie droit. 
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Du retour des fuites. 

Oh appelle rétour des fuites la méthode qu'oh 
fuie loc/i|u après avoir, crouvé dans une. équation 
à deux inconnues la valeur de l'une des incon<« 
nues X , pat exemple , par une fuite qui contient 
dans Tes termes les puiâànces de Tautreanconnuey, 
on cherche la valeur de y par une fuite dont les 
termes Contiennent les puiftances de at. 
' 47. Théorème.' Si x :==: ay + by'^ -f- cy^ 

dy"* -+- çfc. , un aura ^y e= — ««- — 



a . ' a 
• (1** — ac) X*' • (sahe — 5^2 — aaJ) X x^ 

ér, A r infini. Pour. le faire voir , fuppofons y =3 
hx + iAT* + A- Jf^ + /x^ + &c. * on aura 

y^ wsxh^xj + ^jhix^: + iix^ + Sec. 

-j- ihkx^-^Scc^ 
y^ s=s' ' ' b^x^ + 3 A* iAT^ + &€• 

y^ z=s : A^ *^ + .£cc. ■ . 

&C. 8= + &C. 

. Subftituant ces valeurs de y i y^^ ôcc. dans la va^ 
leur de AT , on aura 

4; ç=3 a h,x + a i x^ + ai x^ + alx^ + &€* 
'''- - + bk^'x* + xbhix^ + bi^x^ + Sec 

, +^iiJiix.\ 

+ ch^x^ + )ch'^ix^ + 8cc 

+ dk^x^ + ÔCC. 
+ &c. 
Afin que cette équation ait lîéu , quelle que foit la 

'm ■ ■ ■ ■ ■ 

• » 

. ^ ^- -Cette fuppofîcion cft |)ermire , paice ique les coeffi- 
cients A » i , &c. étant indéterminés y peuvent être fuf^ 
l^odés ccis que notte équatioa en refaite. . 
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valeur de x , il faut qu*on aie at = ^ A x ** & que Idk 
coeflScients desr puiffances a?% x\ &c, foient = o j donc 
premièrement xszahKyWcn divifant par a: , 1 = 

Il A • & A = -« En fécond lieu on aura aix* -4^ 

^ A*x* = o , d'où, en divîfant par ax^, fubiHtuant 

h 
Ja yaleoc de A* & tranfpoûutc, on tire i = --à En 

troifieriie liéîi Ton a « i Jf ^ -4- * * * i ^' -H ^ A^ *^ 
»== Q , d'où l'on tire , en divifant par a >f ? , * ==b 

■ ==s ; , en lubftituant les valeurs 

• . - a • a/ 

de. i & de A Se réduifant les deux termes au même 

• dénominateur. En quatrième lieu on a Wquarion 

al^ èi^-^-zbhk-^ jcA^£-+-</A^=p, d'où 

l'on tire (après avoir fubftitué les valeurs àeh^kyi) 

/ = -^ — : il eft iaciie de voir com- 

ment Ton pourroit continuer» Donc fi x =;: iz j -f- 

X b ^ 

by^ -+- cy^i-^ dy^ -+- &c, on aura Jf = j- 



.+ . ' " 
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&c. , à rinfinî. 

CoKOLiAiHE. Donc étant donnée la féne 

' ** x^ x^ ' . 

^^ + — — p &c. = ^ , logarithme hyper- 



* ^ « 



•^^ 



. ** Cm faifoni Je cecflScicnc a h de x^= A j celai de *' == B , 
celui de jr^ = C, celui de x^ = D ^ &c on aura x=^ 
Ax -+- B :»*-!-: Çx^, t4-.Dx* &c. pivifaAC par- x il 
vient I == À -+- B x -f- C x^ -f- D«' &c. Si on fuppofc 
* s= e , cette équation devient Y == A ; donc' B x -^ 
C ** -4^ ïixhScc. =0 ,00.8 «=ï— C jr^ -^ D x'^ — &ç. 
ou «Jivifaiif 'par. «, B =sr— C*-'— Djc* -'-'&<\ «= o, 
en fuppofant :i:.?ïà.Q; :doac. B^ssriO , leii : cpnllaûant 4^ 
même oç iiiî>uvcra C=o,D==:o,&c. ' 
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bolique du nombre i+x (voy. les Sed. Con, n° 80), 
on peut trouver ce nombre exprimé par des puil- 
fances de p & par des confiantes. Soit x z=:hp + 
ip^ ^ l^p^ ^ ip^ j^ &C. faifant attention qu'ici 
tf=i,Â = — j,c:=:-^,^ = — ^, &c, onaAs: I, 
i = i,'*=^, / = j^:j &c. i donc x = p^ 

— + -^ — h — — &c. On voit allez la loi de la fuite 

X 1.3 2..3.4 

dont les termes fuivants font , — &c, 

1.3.4.5 1.3.4.5*6 

doac le nombre cherché fera i -f-x f=z i + p ^ 
^ ^. Z. 4. JL + ^J.—^ &c. Si l'on fuppofe 

a 1.3 1.3.4 2,.5.4.5 " 

/^ = I , on aura le nombre e , dont le logarithme 
hyperbolique eft = i . On aura donc ^ == i + 7 + t i- 
^ + ^7:4 + &c. réduifant ces ternies en frac- 
tion décimale & faifant l'addition , on trouvera e 5= 
2.7181818 en fe bornant à 7 décimales. Ce nom- 
bre fe tencontre fouvent dans les Calculs. 
^ Remarque 1. On peut exprimer un nombre pat 
fon logarithme de cette autre manière. Soit /• (i -f-x) 
^=^p,l marque ici le logarithme hyperbolique , fi on 
multiplie /? par i = l.e , c'eft-à-dire , par le logarithme 
hyperbolique i du nombre e , on aura /. (1 -f- -^ ) == 
p. /. e ; ovpl.e = /. «^ * j donc /. ( i +. j: ) =^ 
Le^ Se par cbnféquent les nçmbres auxquels ces 
logarithmes appartiennent font égaux , c'eft-à-dire , 
que I •+- :!r = e^ ; or nous venons de voir que i+x 



« 

* Parce que le logarithme de p , quarrc de 3 , eft le 
jdouble du logacichme de la racinç 3 , le logarithme dii 
cube de 3 eft le triple du logafkhme de 3. Et en général 
je logarithme de e^ eik rzz p L e. Tout cela fuit de ce ^uo 
BOUS avons dit fur les logaritbÂies dans Talgebre. 

N4 
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5= ï +f + ^ + -^ + *c« 9 ^^^ ^ = ^ -f- p + 

— + — &c. puifquc p «= /. ( I + ;r) = /./z , 

faifanc i 4-xsaB/r, onan= i+/,n + -^ §• 

(/. «)' . 

&c. 

Remarque IL Pour trouver la racine x d'une 

X^ t 4 

férié (A) j* — — + 4x' &c. = >^T + >^T+y 

en puiflances de ^ & confiantes , je cherche le 
plus grand commun divifeur des expofants de y , 
pour cela )e réduis j ^ -j , a en frayions de même 
dénominateur & f ai | , | , -^ dont le plus grand 
commun divifeur eft | ^ je prends j pour la dif« 
férence des expofants de la férié cnerchée ( ce 
qu'il faut toujours faire en pareil cas ) , &: /e 

fuppofe enfuite x eess ayl + èyi + cj^ô-f- rf^i -Jt 
&C, ; donc }^ai 



Jt* 



» î 1 '^ f 

syZ xahyi , \ £ t ^ 
J- - — ^ &c. V=ry*+r^+/ 



'4^:'=» ^a}y Sec. 

J'égale enfuite Us termes qui contiennent la 

même puiflance de y> ce qui donne ayê:=:y6^ 
dV>ù Ton cire i = a. £n fécond lieu j'ai byJzss^ 
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o xj^6, parce que le fécond membre de l'cquatipn 
propofée ne contient aucun terme dans lequel fe 

trouve y ^j donc 3 = o. Je trouve de même c = o , 
</ -^ — aB= o. De cette dernière équation je tirt 

^ 0s — s= - à caufe de ^ = i ; de forte que leg 
S s ^ 

termes de la férié qui doit donner x {ttoniyl 



+ o + o + — &c. zzx. Si dans le fécond mem-^ 

bre de l'équation A , il y avoit un terme confiant 
s= B , on auroit fuppofé ce terme = B j* , & a: s= 

B^* + Wyk + Wyi + ayh + ^j«+&c. enpre? 
nant toujours les expofants en progreffion arithmé^ 
tique , hc faifant la différence de ces expofants 
égale au plus grand divifeur commun des expo* 
fants qui ne font pas o. En général on prend pour 
premier terme celui où y a le plus petit expofant. 
Ce que nous venons de dire a lieu foit que la 
férié qui contient x foit terminée ou non. 

Par exemple , fi l'on demandoit la valeur de x 
dans réquation jf^ -f y* -— r^ = o , en j & conf- 
iantes , on feroit a: = ^ + â j^ + /^"^ + &c. parce 
que n'y ayant point de termes dans l'équation où 
y Se X foient au premier degré , y ne doit pas f« 
trouver dans la férié \ j'aurai donc 

+ xgiy^ &C, 

y^ = +y* 



loi Cours de Mathématiques. 



Suppofanc le premier 8c le fécond membre égaux 
4d , & faifant = o tous les termes où j^ a le 
thème cxpofant, en fe fouvenant que g^ =g^y^^ 
r* = r^y'' , on aura g^ zn r^ ic g^=»r ; Ton aura 
en fécond, lieu ighy^ ^ y* =: o, ou xhg^ 

i=o,i^A = — I, A = =— — ^.Déplus 

(Dn II AA+ij'xrzOyd'où, enfttbfliniantlesvaleats 

4e^&de*,ontir«i=-^~, & îûnfi de fuite j 

de forte qu'on aura ;c =i r — — -^ — ; &c. Si 1» 

natare du Problème permet de fuppofer y=^i^ 

ar exemple, on aura x == r — ~ — —-r occ. 

Remarque IIL Afin que ces forces de fériés 
foient utiles , il faut que l'inconnue qui fe trouve 
dans leurs termes foit ailez petite pour que les fériés 
convergent. Si dans le dernier exemple r eft > j^ , la 
icrie convergera. Mais fi r ctoit <y , dans ce cas on 
chercheroit une férié dont les termes fuflent afFec« 
(es des puiflànces de r au numérateur , en faifant 
X = ^ .^ kr^ -^ ir^ Sec. En général les fériés 
feront d'autant plus utiles qu elles convergeront plus 
rapidement. Si les jc & Içs y fe trouvoient multi^ 
plies l'un par l'autre , en forte qu'on eût>'^ x*-^ 
5 ^^y i- 10 xy z= o , dans ces fbrres de cas on 
pourroit trouver les fériés , en appliquant Téqua- 
tion au quarré analytique , .& fuppofant une in- 
connue infini^ment petite ( c'eft celle qui doit entrer 
, dans la férié }^ aînfi qu'on l*à vu cî-deflîis. Mais fi 
Tinconnùe qui doit affeûer la férié étoit fuppofée 
fort grande , il faudroit , par le mo^en du quarré 
algébrique, chercher une férié dans laquelle leg 
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expofans de cette inconnue allafTent en diminuant, ce 
qui fe feroit en appliquant 1 équation ( cpie nous fup 
pofons ne contenir qu'un nomore fini de ternies) aa 
quarré analytique & regardant cette inconnue com- 
me infime ; mais il cft temps de revenir aux Courbes» 
Des diamètres & du centre des Coudes. 
48. Toutes lesSeâions Coniques ont au moins nn 
diamètre ahfolu ( c'eft une ligne perpendiculaire 
à fes: ordonnées , & qui divife la Courbe en 
parties, ^ales &c femblables) :*L'£llipfe en a deux , 
mais le cercle en a une infinité. Pour trouver les 
Courbes qui font dans le même cas , fuppcfôns^reA 
pace diyilc en quatre parties par les lignes 4 A , F/ 
(fig.ii ) qui fe coupent perpendiculairement en c, 
& que lék^ co^ordonnées u>ièht perpendiculaires 
i'une à rdut;re. £n prenant les x & les^ podrifs^ Ton 
auira la portioit de' la Courbe fîtuée dans l'angle 
F c: ^ ou dans la région ^..vSuppofant x poiîtif & y 
négatif, on aura la portion de la Courbe iîtuée 
dans .kl région r. Prenant ^- pofitif &Ar négatif ^ 
on a la. portion de la Courbe de la tégion Si^ S€ 
etAn fuppofant les x négàti&auflî-bienque le^y , 
oti a^la pôction de la Courbe fkuée dans la région r. 
Les ûortioni fituées en- q 6c r feront égales 6c 
fembniHlés , ' fi .réquation eft Telle qu'elle refte la 
même en omettant '—yi la place de y ; c'eft-à- 
dire , Cl l'çqiiation ne contient que des puifTances 
paires, de'y/î Mais lefs pôrtioiîs qSc r pourront être 
égales fans. être femblables ; fi l'angle clés co-ôrdon- 
néës eft oblique. Ce que nous venons dé dire pout 
les portions^ & r a également lieu dans le même 
cas. po^r ks portions s & r qui répondent aux x 
rrégsinfirj d^iK toutes les Courbes ïepréfehtée^' par 
réqua4;ioi9,;^^^ bx^çx^ r\:,dy^ + c^} rhfxy* 
gx^ *-4- h x^y* H- iy^ Sec. = o font dans :cè 
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cas 'y c'eft'-â-Klire , que ces Courbes ont un diamètre 
ab que nous appelions abfolu^ parce que nous fup- 
pofons que l'angle àts co-ordonnées FcP eft droit. 

Si réquacion de la Courbe eft relie qu'en chan* 
géant ;i: en — x Scy tn — y , elle refte la même , 
comme l'équation o :=za^By*'^cy^x^^dx^y^ 
^ey^ ^jx^-hgx^'+'hy^ &c. qui ne contient 
que des puifTances paires dtxSc de y y Ton aura toa* 
joursPM = PN, &prenantcf = CP , onaura 
pm = pn = PM=Pm; c'eft-à-dire , qu'ea 
prenant des abfcitTes négatives égales aux: pofi- 
tives ^ les ordonnées pontives & négatives feront 
toujours égales j il eft vifible aufti qu'en prenant 
F/ pour Taxe des abfciftes, on aura toujours VM= 
V/n,ttn = aN=VMj donc en fuppofant l'angle 
des coordonnées droit, les lignes ab ^ F /feront 
deux diamètres abfolus , & deux diamètres fîmples 
fi cet angle n'eft pas droit *^ 

Corollaire. Donc il n'y a que les lignés d'un 
ordre pair , deuxième;, :quattieme » fixieme , &c^ 
ordre qui puifTent avoir deilx diamètres abfolus. 

49. Venons au centre des Courbes. Le centre c 
d'une Courbe eft un point (Itué fur le plan de Is 
Courbe , auquel fi d'un point quelconque M dé 
la Courbe on mené une ligne droite Mr , eii 

{prenant le prolongement c/2=cM^ le point is 
bra fur la Courbe. Oe-ià il fuit qu'en pperiant cP= 
cp , les ordonnées «/? , M P feront égales , quel 
que foit l'angle des coordonnées \ parce. que les 
triangles M Pc , cnp feront toujours femblables 
Se égaux y donc l'équation de la Courbe doit être 
telle qu'en changeant ;r en — x &cy en>^-y , elle 

* Les disonetres , don^ il s'agit ici , font tels c^Ue lés.abltifres 
de j'ut^font parallèles 8c égales aux ordonnéîs''c6trtfQ^bndahce8 
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refte la même ; or toute, équation de degré pair 
ou impair , dans laquelle tous les termes de rang 
pair manquent , eft dans ce cas ; donc toute Courbo 
repréfentée par une telle équation aura un centre ; 
donc la Courbe de l'équation ay"^ -4- cyz=i o a un 

centre : car fubffituant — • ^ & — • * au lieu de 
+ y & + X l'on a — ay^ — cj^ = o , qui n'etf 

-^b x^ — dx 
pas différente de la première. £n effet foit ay^ 4« 
b x^ -f- cy -+• dx ^zp-=. o y l'on aura — ay^ — r 
bx^-- cy ^ dxzr.-^ pz:zo\ or de ce que + /7=:o, 
on déduit aifément — /; s= o ; donc , &c. 

50. Problème. Etant donnée l'équation d'une 
Courbe j en trouver le centre. Soit n forigine , n N 
Taxe des x &c m n^ l'angle des coordonnées » ea 
forte que les ordonnées foient parallèles i nm. 
Dans l'équation de la Courbe fubftituez m'\- xï{% 
place àQ X ic n -j- j' au lieu de/. Si donc on fup- 
pofe nu z=: pc =i m, & p n =z c u = n ^ l'origine 
des abfciflès fera tranfportée cncy l'angle des coor- 
données reftant le même. On déterminera m 6cn 
par cette condition , que tous les termes de rang 

Eair doivent s'évanouir dans l'équation.. Si cela a 
eu y la Courbe a un centre. Mais dans le cas con^' 
traire elle n'en a aucun. 

Exemple I. Soit la Courbe de l'équation ay^-^, 
éi b X + b x'^=^ o, Subftituanc dans cette équation 
m + AT à la place de Jf , & n +y au lieu dey , 
il vient ay'^ + la ny + a n^ s=s a 
+ bx^ + 2. b mx -f- bni^ 

'^abx'-^abm » 

fuppofaiit ia;2c=o, zi/7z — û3=o,Ia Courbe 
aura un centre y car dans ce cas le fécond terme 
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dirparoitca* De l'équation lanz^o^xm tire /2= o ; 

la féconde équation donne x m :=> a y ou/7z = — ^ 

Ges équations font voir que l*axe des abfciflès de 
la première équation ùy^ — ^ ^Ar-f^Jc* = o paflè 
par le centre de la Courbe & que fa diftance à 

torigine des x eft = -. Subftituanc les valeurs de 

m 6c n que nous venons de trouver, il vient cty^'\' 
A X* — ^ /» <t*t=i o ,-dans cette dernière équation l'axe 
des abfcilTes palle par le centre qui eft Torigine des x. 
, Exemple II. Soit l'équation xy — a^ =o, 
qui appartiçnt à l'hyperbole rapportée aux afymp- 
totes* L'origne des abfciiTès eft le centre de la 
Courbe : car cette équation ne change pas en fai- 
fant X icy négatifs. Et en général fi dans l'équa- 
sion x^y*^ •— û"»"*:" = 05 la fomme des expofanti 
112 4- 72 eft un nombre pair , le centre des hyper- 
boles qui font repréfentées par cette équation y 
fera l'origine <les abfcifles. 

Si Ton a x^y — ^^ == o , en fubftituant w + jc à U 
place de X & /i H- ^ au lieu de ^ , il vient 

X^y -J^ im xy + m} y + m^n zzi o 
^ nx^ + imn X — a^. 
Pour que la Courbe ait un centre , fuppofônj 
2m = o, /2=o,/;2^/2 — fl^-^Q. c'eft-à-dire , 
m = o , n =r-o .& a^ = o, ce qui donne x^yz^z o ^ 
or Ion ne peut fuppofer a^ = j donc la Courbe 
de l'équation n'a ^int de centre. 

De même^ k parabole ordinaire , qu'on peut 
repréfenter par l'équation y* ^ a XnZ= o y n*a point 
de centre. En effet , par les fubftitutions Ton trouve 
réqnation y* -+- my -f- /a* 2=;: o , d'où 1 on 
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tire ;i=€)&tf=20>ce qui ne peut être ; & en 
général les paraboles repréfentées par Tcquation 
générale y*" — ^i»-» .v = o manquent de centre 
avec pluheurs autres. Mais les paraboles repréfen- 
tées par l'équation générale j^""*" * — û*'»x = o, 
ont toutes un centre , ce qu'on voit facilement par 
l'équation , qui eft telle qu'elle ne change pas en 
fubftituant — x à la place de x & — j au lieu de y. 
Il n'eft pas difficile de voir que le centre de ce$ 
Cx>urbes tombe fut l'origne des abfciiTes. 

Des Tangentes & de la courbure des Courbes. 

5 1 . Une Tangente eft une ligne droite , qu'on 
peut riegarder comme ayant deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe *. Soit la ligne 
courbe acp (fig. 25), dont l'équation entre les 
abfciflcs a b[p) ic les ordonnées b c (ç) eft donnée , 
p &c q font déterminés pour chaque point c de la 
Courbe ; ainfi l'on doit les regarder comme conf- 
iants quand il s'agit de chercher la tangente au 
point c. Ayant tiré une autre ordonnée dp fort 
proche de 3 c & la ligne cf parallèle à Taxe des 
abfcifTes , foit bd^=^ ^/= ^ j Pf==^y* Subfti-f 
tuant p -+- AT à la place àt p 3 Se q •+* y i h 



* Si Ton conçoit que la Tangente g' c ( fig. 1 3 ) fc racut 
parâlielemenc à elle-même en allant vers la Courbe , fî pe^ 
ionfîdérable que foie fon mouvement , elle rencontrera 
la Courbe au moins en deux points , Sç de plus les poiuts 
<le rencontre feront d'abord extrêmement' proches. C'eft 
dans ce fens qu'il faut entendre ce que nous venons de dire : 
favoir que la Tangente a au moins deux points infiniment 
proches , communs avec la Courbe lorfqu'on veut que coc 
poiuts foienc réellement difFiients Tun de l'autre. 
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place àty & de Téquation qui en rcfulrera, retran- 
chez réquation de la Courbe entre/? & ? , il rcC- 
;era l'équation entre xàcy qui ne contiendra aucun 
terme confiant & qui fera de cette forme a x -H 
by -t- ex'' -H dxy -+- cy^ -+- &c. 3= o. Les 
coefficients font des fondions de confiantes ( on 
regarde p icq comme confiants ) j or il efl vifible 
que dans cette nouvelle équation c/efl la ligne, c l'o- 
rigine des abfcifTcs & que les ordonnées font /y?. Si 
on fuppofe X infiniment petit , pf ^y le fera 
auffi , & alors tous les termes qui fuivent les deux 
premiers difparoîtronr devant ceux-là j ainfi Téqua- 
tion deviendra a at -+- i^ = o , * équation qui 
appartient i la ligne droite cp ^ panant pat le 
pomt c. Donc cette ligne fera tangente & p ic c 
font infiniment proches. 

Ayant prolongé p c jufqu'à la rencontre de 
l'axe en g, les rriangles femblables pcf^ cb g 
donnent /7/=t:j : c/= xM cb: bgi or l'équa- 
tion a X + by =zo, ouax=— Aj, donne y : 
X :: A : -^ * i donc a:— *::c^:^^ = — 
— -i- , c'efl-à-dire , que la fous-tangente i g ^ 

r efl = ^ . Dès qu'on connoîtra le point g & 



* Cette équation fera d'autant plus cxadc que x Se y 
feront plus petits 5 mais elle fera rigoureufe ^ fix 8c y fonc 
infiniment pecits ou ina(Tignables. En effet , Terreur qucquel- 
qif un prétendtoit en réfuircr étant inaffignable (£ cependant 
on peut dire qu'il y a eifedivement une erreur 5 car on peut 
faire voir parles principes duCalcul différentiel qu'il n'y en a 
aucune), doit être regardée comme nutle.Qui pourroic en eifcc 
tîiftingucr une crrcui inaflignable d'unccireur nulle, ou = oî 

le 
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4e point c > la Tangente c g fêta déterminée. Il 
fufht donc de connoitre la fous^tangente b g. ' 
r 51. P R^ o B L E M E. Déterminer* /^ fous- tangente 
'd*une Coufbe algébrique ijuélconque. Dans Téqua- 
tion de la Courbe «ncte les cootdonnées p Se q ^ 
fubftitueï p- '^ X au lieu de /?, & q + y au lieu 
<Ie q. . De Péquàtion qui en téfulcera retrancher 
l'équatibn entre p Se q y ordonnez ce oui reftera , 
de forte que les quantités , dont rexpolant fera i , 
conftituent le premier ternie ; celles dont Texpofant 
^era 2 , Je fécond terme , & ' aînfi de fuite. Ègaleat 
le premier terme a o , &.de cette équation tirez 
le rapport entre y Se x j qui eft tel que y : x H 

12 : — ^ ,• la fous- tangente bg fera r =: — 

' ' a ' 

ExEKCLE 1% Soit la parabole ordinaire , donc 
l'équation eft c.p^ssq^*. Faifant les fubftitu- 
tions., il vient cp *f^ ex = q^ -4- iqy -^y^ i 
retranchant la première équation de la féconde , 
Ton z c X sss: zqy -+- y'^. Négligeant y^ , on a 
c X zz z qy^ d'où l'on tire y ^ x II <: : 1 q; donc 
2 ^ = — ^ ( parce que l'on a ici c = iz ) & ^g^ =: 

r = i r= — ^-- j or 1 équation c./? = q^ donne 

— = /?; donc t:=zipj c*eft-à-dire, que la fous- 



* Ccftla même équation cjuc nous avons trouvée dans les 
Se£^ions Coniques , avec certc diférence feulcmenc que le 
paramètre que nous avons appelle p cfï ici =z: c , l'abrciffc 
que nous avons faite = x eft ici ==/? , & rordonnéc que 
nous avons nommée y , eft ici = q. 

Tome II. O 
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tangetHe ^ la parabole eft double de TaUcUIe ^ 
ce que nous favons d'ailleurs. • 
, Exemple IL Sou la ligne du troifieme ordre» 
A)nt réquation eft xy^ tsa c^ x ^ c^ y. Change? 
dans cecte équation x tn p &c y en q pour avoir 
j? j* a= c*f + ^* î (D^. $ubftituant dans cette der- 
nière équation p ^ x %m lieu de / y ^ + y à la 
place de f » de l'équation qui en réûiltera retran- 
chez l'équation D , rejettant tous les rerfbes qui 
(ont au-dedus du premier degré , vous aurez 
( j^' — • ^* ) jtf =5 ( c* — ^P 9)y i ^^^ y • xy. 



A ^» . ^ * ^ ^ • • 
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Revenons à l'équation générale par laquelle nous 
avons déterminé la fous-tangente , favoir a x -^ 
i^ = o. Si ^ eft = o , j^ fera = o ; donc la Tangente 
coïncidera avec c f &c fera parallèle à la ligne des 
abfcidès. Si ^ Bss o , x fera sn o ; donc la tan- 
gente fe confondra avec pfûcCetz parallèle â J'azè 
des ordonnées. Toutes les fois que l'ordoiuiée bç 
devient plus grande ou plus peti^ que les otdoaf 
nées voiiines , ficuées i h droite & à la gauche 
du point c, il eft néce(faire que la Tangente der 
vienne parallèle aux aWci(Iès 5 dans le premier cas 
l'ordonnée çft appellée un maximum , & an mint- 
mum dans le fécond cas. Cela arrive en m Ôc m'^. 



* Car puifquc les ordonnées de la droite & de la gauche 
du foi«t m C&atfUiB f€(kc€ ou flus grandes <|tte 1 ordonnée 
qui répond au point m , la Courbe au point m ne s'approche 
ni ne s'éloigne de l'axe ; donc la Tangente au point m 
réunit deux points également éloignés de l'axe j donc , &c. 
Si la Tangente n N eft parallèle aux ordonnées , il peut fe 
iakc que Tordonuée /i N (qui dans ce cas devient tan- 
gente ) foit plus pctirc' que fcs voifincs , il peut fe faire 
auffi que L'ordonnée n N foie uii maximum , comme la 
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Mais OA ne j^uc pas dire téçiproquetnenc que la 
Taîfigerite étanc parallèle a la ligne de^ abfcMès oii 
à celle :des ordonnées comme il arrive en N , il en 
téfûlte un* maximum ou un minimum pour Tordon- 
néei; Cependant û on ùjt d'ailkurs que la Courba 
9L une ordofiiiée ^Ins grande ou plus petite , pour I4 
ilccerniiaec on ma 0.0:0 yOiièsss: o. Soit réqua^ 
€10^4'^ JaCoucbe t€^yx& ix^r^i:**-^ c*jif quoa 
fait avoir deux ordonnées plus grandes 5 4 une! pofi« 
tive , Tautre négative. Pour \ts trouver , f'écris-/ k 
la place àt x^ 6c alix place de 7 & j^ai a t* 9 = 
4 p^^cp^^c^p (D), Je iubftitue dans cette équa- 
Wm.p .-f->v ail lieu ètp Bcq^y i\% place de ^ 
De J'équation qui en réfuite ^ retranchant Téqua^ 
cioi) D , )'ai em négligeant les termes qui font au^ 
deffiifi du premier degré , a«*^= { 6 />*+ a c/? -^ c*) 
X ^^'.aiitfi en comparant cette équation à Téqna^ 
<ipn 1 générale ax + Sy es o , ou .^ jr = -* « ;if ^ 
j'ai i^::?: tc^ , quamicé mondante tfu'oa^e peut pas 
fuppofer =5 ©• J*ai dd plus 6p^*4h ^'Cp — ^* a=»*- « ^ 
)Sc faifant a £= o , il vient'iî^^ -4-» ac/? i**- 1* =: o , 

ou / + ii; = t, Complettant le prefalèr meàxl 

figure ic fait aflcz voir. Mais de ce que la Tangeme;.» jr 
( £g. 15 , A ) eft parallèle à l'axe , ,il ne s'enfuicpas ^up 
rordotiuée foie un maximum om nnmmîmttm , parce que la 
Courbe peut avoir un point de flexion en m. On appelle 
. point de flexion le point datis tequel une Courbe de concave 
devient convexe ou réciproquement 5 & il eft facile de voie 
que laTaneente m n peut être parallèle aux abfcifres, fans que 
les ordonûcet voifines dp^Ut foient à la fois plus grandes 
ou plus petites que Mm; donc dans ce cas Mm ne peut être, 
un maximuH ni un minimum. Si la Courbe fe fléchit en M 
K %• ^^) y àc manière que fa tangente devienne parailefe 
à A N > Tordonnée TMnc Leia ni uo maximum ni un minin^m. 

O a 
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•4- - == -h y— , ou p = "* • Ainfi les 

ordonnées qui répondent aux deux abfciflès défi- 
gnées par cette équation , font les deux maxima 
cherches *. Si l'une &. Tatitre confiante aie * eft 
p:: o , on ne peut pas négliger les termes qui fuivent 
â X + b Xy Mais on doit faire le terme foivanc 

c Jc' + ixy +W = G , ou AT» + - ^j^+ - y^ 

s?: o , les racines de cette équation font imaginaires 
fi</^<4cc, excepté le cas où x & y feroicnt =r o: 
car alors toute Tcquation feroit diviuble par x = o , 
&y = c. Dans ce cas le. point appartient véritable- 
ment à la Courbe , mais .il en eft entièrement fc- 
paré *. On l'appelle point conjugué y & relarive-^ 
jnent à ce point il n'y a pas de Tangente : car une 
Tangente doit avoir au moins deux points infini- 
^lent proches communs, avec la Courbe^ 
' Poàr fe« 'former une idée nette de ct:^ fortes 
de points ^ ibit la Courbe défignée pair 7 = ^ + 
y((^iLar)(c — a:) C^ — ^) (^ + x)&c.), il 
cft Vifible qu'en faUant ^ =s tf;^.== A ( fig. 24), la 
«jtiattrité qui eft fous le figne devient z= o , à caufc 
dé b *— X = o ; donc on aura y z=:b =2 pn. Le 
point n appaniendra donc à la partie de la Courbe 
qui fe trouvera en deçà de g. Si on fuppofe qu'en fai- 



^ Nous traiterons la queftîoo de maximis & mmimis 
:dans le Calcol différentiel. 

** Parce que -foie qu'on fappofc les x pofîtifs ou né- 
gattfîs , les ordonnées voifinef: deviennent imaginaires s donc 
ce point eft iéparé du rcftc de la Courbe. 
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fane X > ^ , de manière cependant que x fôit plus 
petit que â ^ = c , la quantité qui eft fous le iigne 
«devienne négative y les ordonnées qui fe trouvent 
au- delà de q feront imaginaires y mais elles feront 
réelles entre p 8c q. De même fi en faifant x^ar^ 
mais en fuppofant auffi x < a ^ , la quantité qui eft 
fous le figne devient fiégative » les ordonnées utuées 
entre r Se s ^ feront réelles , qupique celles qui 
font .fituées entre q ic r Se au-delà de s puidènt 
être imaginaires. De plus à caufe du figne + du 
xadical , à chaque point u fitué entre r Se s répon-- 
dront deux ordonnées /^ ^ j uL Si le point r tombe 
fur le point ^ & le point 2/., la figure N qu'on ap- 

Clle ovaie conjuguée j deviendra un feul point , 
{ ordonnées uk j ui étant terminées à un même 
point N. Ainfi l'on aura un peint conjugué N(fig. 15) 
léparé du refte de la Courbe. Il n'eft pas difficile de 
voir que (\ p Se q it confondoient , il en naîtroit 
un autre point conjugué n ( fig« 15); Ces deux 
points auront des ordonnées réelles pNjpn. Mais 
fi ces points étoient infiniment proches. » alors deux 
ovales conjuguées fe confondroient en un feul px>int 
qfii feroit cenfé répondre à quatre ordonnées con<* 
fondues en une ; ainfi ce point feroit quadruple '*'• 
Si i;ne ovale b ( fie. 24). touche la Courbe en un 
point i , il en refulte une feuille ^ ^ r &; un 
nœud en i. Le point, ^ eft cenfé reunir deux points 
hSçg de la Courbe ^ qui fe confondent en un feul 



* Lorfque l'ovale N (fie. 14) Ce réduit cp un poî«t , les or- 
données uî , uk aboutinent au même point , qu*on appcllo 
alors point conjugué'» qui eft évidemment an ftînt double ^ 
donc fi deux ovales tombent Tune fur l'autre, & que toutes les 
jHcuxfc tédttifcnt.à i^aftul point,, çç point fêta quadruple^ 
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point b 3 lorfquc fh étvitnt ^fgz^^fh. Si 
lovale h fe réduit en ua feul point rf ( fig; 25 ^, 
il en rcfuhcra une pointe d , qu'oo aùpeîle point dt 
nbroujjcnunt ( parce que la Courbe après avoir 
avancé àe}A vers </, rebrouflfe fon chemin vers T), 
te qui eft nécefiàirement au moins un point ciouble. 
Si par le poim b ( fig. ^4) ou par le point i (fig, 1 5) ii 
paflèune, deux»&c, branches de plus, ileft vîublt que 
ces points feront au mcHns triptes ^ quadruples , Sec. 
Revenons aux Tangentes des Courbes. Selon ce 
que nous avons dit ci-delTus » lorfque 1 équation 
r A?* -+- ixy ^ cy^ ac o , n eft pas réibmble en 
faâêurs réels , la Courbe a néce^airement tm point 
conjugué. Lorfque rf é/ > 4 c tf , l'équation eft réfi> 
Ittble en deux fafteurs de cette forme ax^hyzzo^ 
Ax + By ==: o ; donc puifque l*an & Pautre fac- 
teur détermine, une Tarïgente, il eft néceffàâfe 
qu'au même point e ( ûp x6 ) aboundTene dent 
Tangentes ^ ce qui né peut fe ^re à mcins que 
4eax branches de la même Courbe ne paient par le 
même point c. La Tangenoe de h branche <7c eft 
egy celle de la bratKhe de étant ce , Tunedeces 
blanches eft déterminée par fe premier ^âeur^ 
Tautre par le fécond fsL&éaù Si les d^ux faâeurs 
font égaux , c*eft -à-dire , & dd^ j^ce ^ les Tan- 
gentes c r , €g{e confondront ; donc les deux bran!»^ 
dies auront la même direâion en c , de plus elles 
fk tjoocheront en ce point. I>aiis tous ces cas le point 
c eft un point double ^ car il eft cenfé réunir deux 
points de la Courbe. 

' 5J^. Corollaire. L'équ^ion ex* -+> dxy ^J« 
é^ y^ sz Q ^ donne toujpuEs un point dcmble. C^ 
Jj^oïm eft conjugué lorfqse tes faâeurs de cette équa- 
û^ Imr imagisaîres. ^ Le point e eft f interitK^oB 
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4es deqs branche^ de )a même CouEbe , lioriqu^i 
les faâeurs 6c cette équation foof réels & inégaux^ 
Ce pomc eft commun à deux branches qi}i ie tou-* 
cfaeni: , k>rfqtie les deux faâ^urs de cette équation 
iont égaux* 

$^ Si noil-ffulement a &c h ^ mais encore e ^ 
d % é ét<Heïi( s o 9 dans ce cas Inéquation fubfifto* 
Wt entre les quantités du tioiûeme degré > & l'oii 
ausoît /a' +^**> + A *^^ + i^'^ SES o. Si cette 
équatîoa a deux racines knaginaires & une réelle ^^ 
il pa&ra par le point c une feule branche de la 
Courbe > dooi la Taiigente fera déterminée par le 
faâeur tiA de Féquanion du^ troifteme degité. Il y 
aura de plus une ovale conjuguée ré<tuife eu uf| 
peint conjugué y..^0Dfondu avec le point ^* Si les 
j^Qtts faâeurs de Véquation £bnt réek , il paiffera 
crois branches de la Courbe par le point c. Ce^ 
branches fe couperons fi les trois faâeurs font 
inégaux ^ deux fe toucheront Çx deux faiSfceurs fonc 
égaux ; mab toutes ks tc^is ie toacheconc il les 
Ctois faâeurs font égaux. Dans tous ces cas le poin; 
f fêta triple » & la dcoite qui pa(ïera pac c ier^ 
cenfée réunir trois points.de la Cou^rbe. 

Sifyg^k^i éioient sz o , l'équation auroit 
u entre les quantités du quatrième d^ré , ^ Ton 
auroît k x^ 'i' m x^ y *f- n x^ y^ -{- p xy^ -f- qy^ 
ss o. Cette équation ( par la natufj^ des équations 
du quatrième degré > voyey l'Algèbre ) a tous fef 
Êiâeurs imagîftaires » ou tous réek , oa deux réel^ 
& deux imaginaires* Dans le premier cas regar* 
dant l'équation comme compofèe de dpux faâeucs 
réels du iecond desté » dont les fa<%eurs font ima^ 
ginaites » chacun de ees faâeufs du fécond degr^ 
4oQ9era ui| point conjugué > d9f¥: k point c fer« 

O 4 
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un point con}ugué double : dans le fécond cas il 
pa0ei:a par le point c quatre branches de la même 
Courbe , qui fe couperont fi ces faâeurs fonç 
inégaux , elles fe toucheront s'ils font égaux , deux 
ou trois fe tpucheront (i deux ou trois faâeurs foiyc 
égaux : dans le troifietiie cas deux branches fe cou* 
peront ou fe toucheront^n c^ félon que les faâeur^ 
réels feront inégaux ou égaux , & de plus le point c 
réunira un point conjugué ; de forte qu'une droite 
quelconque qui paflerà par c fera cenfée réunir 
quatre points de la Courbe. On peut voir main- 
tenant ce qui arriveroit s'il falloit prendre les quan^ 
tirés de 5 , ^ > 7 > &c. dimenfions. Pafibns à la 
courbure de lignes algébriques. 

Deux arcs infiniment petits ^^j an(fig.ij) 
de deux Courbes qui ont une tangente commune 
en a , font cenfés avoir la même courbure , lorfque 
la différence des ordonnées extrêmes pn , pm , au/fi* 
bien que des ordonnées rP , çP comprifes entre 
les extrêmes & le point a , fera moindre qu'aucune 
quantité donnée. Dans ce cas la Courbe. intérieure 
ami fera appellée la Courbe ofculatrice de la 
Courbe and au point a, 

5j. Théorème 1. Une parabole d'uripatametre 
s= 2.a\a pour cercle ofsulateur àfonfommet^ le 
cercle donc, le rayon := a. Soit ambJsixxn cercle donc 
le rayon = û , and une parabole dont le para- 
mètre s= 2 a & dont a cft le fommet. Prenant 
TabfciflTe évanouifïànte ap Si menant ^ordonnée 
n /7i/?, par la nature dit cercle l'on ÇiÇpmy =^* = 
i.ax ^ X* , ou laxtsiy^ '^ x^. I>ar ta nature' de 
la parabole {pnY eft = Y* =5 i iz a:, Subftituant dans 
cette équation la valeur de %ax prife de la pré- 
tédente , il vient Y^ =?7*+ t*^% & Y =? /(^* + ;t^) 
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j' -f- — * j donc/7/2 -—pm z= Y — j^= — 2 

s= . Si p /n eft = -TT , ap lera = — ; , car 

par la propriété du cercle bp \pm\\pm\ap; or 
p /7 eft une quanticé finie , infiniment plus grande 
que/7/7i 5 qu'on fuppofe =5 -^ ; donc p m e(k infi- 
niment plus grande qneap ; mais /^/tz eft un infini- 
ment petit du premier ordre.; donc ap eft un infi-* 

niment petit du fécond ordre ; donc ap- => — ; ; 

(«/,)»= i- & ^ = ~ j donc n/n = Y 

^— ^ eft plus petit qu'aucune quantité donnée; 
donc , &c. 

Corollaire. Donc fi l'on connoît la parabole 
qui à fon fommet a la même courbure qu'une 
Courbe quelconque en un point donné ( cette pa- 
rabole fera appellée Parabole ofculatrice de la 
Courbe par rapport à ce point ) , on aura facile- 
ment le cercle ofculateur de cette Courbe au même 
point : car par le Théorème le rayon de ce cercle 
doit être égal à la moitié du paramètre de la para* 
bole ofculatrice. 

5^. Théorème IL La parabole ordinaire ne peut 
être la Courbe ofculatrice au fommet de la para^ 

* Elevant y^ -f-«* à la puifTance m = t par le Binôme 



1 . :ç* 
de Ncvton , on trouvera (y* «f- «*)* = y-+- t X 



X 



&C. srs y -f- i-, A caufc que x étant infînimçn^ pctS 
les termes foivaats difparoiiTçnt devant le féconde 
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lole déjlgnéepar C équation a* — * x"*=: y" , fi — ^> r^ 

Soit fuppoféc aqm [ fig. 1 8 ) la parabole ordinaire i' 
étrmh parabole de Téquation j^«r= û"""* x"*, prenant 
rabfciflè a P extrêmement petite & menant Tor don- 
née Pm {y). Par la nature de la parabole arm ,y' fêr^ 

, i caufc de — ^ — :- = — • ^x i 



■^p«*« 



W •— 2 »• «—lui II— *; 

en ôtant Texpofant da divifeur de celai du iWu 
ddûde j or Téquatioa i la paraboU aqm ^ doim* 

2n — tut 

j'* = px ; donc fi /? — \^ =s ©• , à caufc de 

X m 

* = -5S-& de — >* (ce qui donne n > im S( 

par conlequent les expoiants ■ ^ > ^ ■■ ■ ^■■■> 

pofitifs ) » la parabole aqm rencontfera la para« 
Dole arm en m. Cependant fet courbure de Tare 
aqm fera différente de celle de l*arc ar m^ r car 
prenant rabfciiïè ap {x'} < aP &: faifant przii^ 
P9 ^1 9 par la propriété de la parabole armjon^ 



n — m m 



przzi=z tiTT^x"^ , & par ta propriété de la 



parabole ordinaire /> j ssae ^ œ ^ p *' s; — ^ 






z» 



X ( x^y , en itrbftimanr k valait fuppofée ée/; 
donc /?r ; /;y , ou !{ : j :: (jf'}^ X a n^ x,[f^f 



^ 
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><——*: X a» : (x') *• , en dîvifimt pot 

» . It-2llf 



» — 



ii"T^ & par (^)» & multipliant pat a: 2» • 
Mais il eft évident que a: & x' , c^eft- à-dire „ « P & 
41 /'^ peuvent être dans tel rapport d'inégalité qu'on 
voudra y donc pr 8cp ^ m peuvent pas être fup- 
pofées différer d'une quantité infiniment petite pai 
rapport a elles ; donc Tare a^m n a pas la même 
courbure que Parc arm quand même la parabole 
a^m auroit un paramètre infini j^ donc » &c. 

57. Tb&orÎmb III. Si — < imais — > i , /a 

parahcU ordinaire ne ptut hre la Qourhc çfculA* 
^ice au fommct a de la parabole arm j quand 
mime 0n fuppoferoit le paramètre de la parabole 
fulgaire infiniment petit. Par an caUol Semblable 

2m — » 



X n X 3, 



nous parviendrons k Péquanon =sy 

^ * ^m " in ^ 



S » 



(Pm)'j ainfi pour que la. parabole ordinaire paiffê 
par le point m ^ fon paramètre / doit être =s 



X n 



, qui dans ce cas eft une quantité infini- 



tf » 



ment petite. Prenant ap =:m x' ^ nous aurons 






X %n 
m 'm n 



i'î== — — - X C*')' »/"•=«• " (*')" y^^ 
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pq i pr :: X. *" (x')* : {x'y 



• 



%m -^n 



(a:') *" , en divifant par (x'y Se mulciplianc 



» — n 



par a " ; donc p q Se pr peuvent être dans tel 
rapport d'injégalicé ou'on voudra , puifque x Se xF 
peuvent être fuppolés dans un rapport quelconque 
de plus grande inégalité y donc &c. Dans le cas du 
Théorème Ton 2Lpq >/^/*, & l'arc armit trouVe 
ficué entre Taxe & Tare aqm y c*efl:-à-dire , que 
tous les points de ce dernier arc , excepté les points 
m Se a y doivent être regardés comme plus cJoi- 
snés de Taxe , que les points correfpoudants de 
Tare arm. 

Corollaire. Il fuit des Théorèmes précc-^ 
dents que la feule parabole vulgaire a au fommec 
une courbure circulaire : puifque fi les autres para- 
boles avoient une courbure circulaire au Commet ^ 
elles auroient pour parabole ofculatrice une para^ 
bole 'ordinaire , dont le paramètre feroit double 
du rayon du cercle ofculateur y amfî qu'il fuit du 
premier Théorème *• 

j8. Théorème IV. Les courbures au fommet 



^ Prcfquc tous les Géomètres en feignent qu'âne Courbe 
dont Je rayon ofculatçur cft ipfinimçdt grand ou infini-, 
ment petit , a pouc Courbe ofculatrice quel<]ue paiabolb 
difFcrente.de la parabole vulgaire : il s'agit ici d'une para- 
bole confidcréc à fon fommçt. Ce que noas venons de dirç 
fait aflcz fentir ce qu'on doit penfer d'une telle do<î^ririei 
fclon laquelle une parabole différente de la vulgaire pouN^ 
joit avoir la même courbure au fommct que celle à'^poU 
loniiiSy en fuppofant le paramètre de cette dernière iofiair 
Wcnt grand , X)U infiniment petit. 



■ ^ggligtm^tmftmmmmmmmm.»mmmmmm^m0lgmimimmmm^gm 
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€lcs paraboles dt différents ordres font d^un genre 
entièrement différent. Suppofant - > -.Je dis que 

les pa^hples-repréfencéçs par les équations b'^'^^ ^ 
s=rj^, i"»-» x** =3"" > i^^ peuvent être ofcula- 
crices au fommet l'une par rapport à l'autre , quand 
même le paramètre b de la première feroit infini , 
ou le paramètre a de la féconde infiniment petit. 
Soit la première parabole aqm ^ la féconde arm^ 
l'ordonnée commune P m z=y. Suppofant toujours 

« P s= Xj nous avons ^z" "~ •" ;ir" =: j» , A^"" ^ x" = 
y"^ ; donc prenant -la racine n pour là première 



»— «» m 



équation & la racine q pour la féconde ^ a 



n ^n 



l'-p L 



n '■^ m 



y y b q .XI e=a y ; donc a » ^xn =3 

'Vnï t ( * . inî * \ 

b % *XH y ou \ en divifant par b^ ^x» J 

.n — m 

'- :=z Xi " . Dans cette équation , à caufe 

b i 

de - > — , le fécond terme eft infiniment petit » 

en fuppofant x infiniment petit ; donc auflî le 
premier terme fera infiniment petit , ce qui peut 
arriver , en fuppofant que b eft infiniment grand , 
à étant fupbofé fini , ou que a eft infiniment petit 
b étant fini. Mais dans cette fuppofition même il 
n'y a point d'ofculation. En effet prenant l'abfciflè' 

àp =sr, nous aurons a " . r" =prj b ^ .t^ 
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; donc/ 






.»' 








^ -u* 
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j or nous 


Venons 


de 


voit 


que 


5 ~p 


t 1 




• 
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• j donc / 


r xpq 


• • 

• • < 
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" » 


f — P 


h i 












• 



r? " ; donc puiTque ^ & / » c*eft-à-dirc » âP 
6c a p peuvent être en raifon quelconque 4e plus 
grande inégalité 9 p r .&c p q ne ititferenc pas 
entre elles d*une quantité q f infiniment petite par 
rapport à elles'', donc les arcs aqm y,arm ne font 
pas ofculateurs l'un par rapport à Tautre \ donc iccl 
' Puifque ks courbures au fommet des paraboles 
de différents ordres font dt ^dififérents genres , i\ 
fera commode de rapporter les courbures des Cour- 
bes aux courbures des fqmmets des pacaboles. Ayant 
tiré ch { fig. 2.3 A ) peirpendiculaire fut la taiv 
genre c^, & lui ayant mené l'ordonnée perpendi- 
culaire /?i:, rappelions-nous l'équation «itre cfSc 
//(51.), favoir ax -^by ^ c x^ ^dxy-\^ 
éy^ -I- / AT^ .^- &c. 2= G (P) , qu'il faudra tranf- 
porter aux nouvelles coordonnées ck {t) p^k(u). 
Çuppofons que la raifon de l'ordonnée à la fous- 
tangente ou de pf : cf, ou de la fous-normale 
èh i l'ordonnée bi * ^ eft égale à la raiibn de 

^ Car le triangle gch reiflangle en e donne , en fap- 
pofanc h^ p^çrpciidiculaire fur l'hypothénufe , bà : te 11 
ic : h g. Voyc* îa Géohiétriçj» ' 
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" — ' — ' — ' ' *i ' _ 

a : "r-'b ; donc les côtés* du triangle hbc feront 
commp a j — b^ — y^ ( û* H- i* ) *. Du point/ 
tirez /i^// parallèles aux nouvelles coordonnées. 
Les triangles femblables bhcj cfl ** donnent 

tA:cA;:c/://^ou— \/(iz*-+-A») i-r^bv.xi 

fi=: — -// X I Azx ' Lçs triangles femblables /? i/, 
bhc***donneutch:bhi:fp:pijOVk"^^{a^-+'b^): 






V : p i s= ., , . . > Les triangles bhc^ 

'- — V(<« +^ ) . 

f/"/ donnent cA:*A:: r/: c/,ou^~\/(tf»+i»): 



tf X 



a II X \ cl=i — ./ , . /, v > On a encore par les 
triangles /7/i&* A c, — V(tz»-f-^*) : — 3 ;:^ ; 



* Ji Ton compare la fîgiire préfente avec la figure i ^ ; 
on verrar <p£ a n ailoit en s'approchant de la Courbe Se 
en s'éloij^nant de Taxe des abfciflcs ; ailoit , dis-jc , de la 

fauche a la droite , tandis que ch va en partant de Taxe 
es abrciffcs, de la droite à la gauche. Au refte â l'égard 
du figne de la quantité ^(aa-^-hè), voici la règle qu'on 
doit obferver : fi « & i ont le même figne , le radical 
doit avoir le figne +, &. le figne — & a êc ^ ont diifé- 
rents" fisnéi. 



** ^ 



Car. ces triangles ont .chacun un angle droit, & les 
an^cs/c l'y Shc alternes internes. - ' 

*** Les angles.^ & / font droits, les angles gcè, fpi 
ayant leurs côtés paaHcles font égaux; or t^cb efV com- 
plément de 6ck, de jmême que hkc^y donc fpi eft 
p« ià c;y donc &c. , . 
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(A). De ces équations on tire x=s ,. i-lax\ * 

y=s 7 , , . Subftituant ces valeurs de x &<Ie » 

^ dans l'équation P , vous aurez l'équation cherchée 
entre e &cu^ 

Suppofons d^abord que ^ & ^ ne manquent pas 
dans l'équation , à caufe que — ax — b^ == 
CAT* H- i/j^x -j- &c., ainfi qu'on le tire aifémcnt 

de l'équation P, & que r =: _''J^^^,^^,^ = 

que t eft infiniment plus peut que u = ,. i ' i ai\ 

= , t i,io ( ^^ changeant les figues du numé- 
rateur & du dénominateur ) , puifque t eft exprimé 
par une fonftion de plufieurs dimenfions des infini- 
ment petits X &c Yy tandis que u eft exprimé en 
tel mes d'une feul J dimenfion des mêmes x 6c y. 

De plus , parce que u =;=.— ^ ,-r cfft infini- 

* y (tf* + ^^ ) 

ment plus grand que i — 



> . ' j* '» ' 



V ( ^^ H- ^M 

cx^ + 4iyx+&e. ^ , « /% 
, , \ . ,, r — , & que C AT» + rfy ;c &C, eft 

infiniment plus petit que ax ou ^j^» il eft 
vifibje que — ax -^ by eft infiniment petit par 
rapport aux quantités bySca^ ^ auflli-bien que pa# 
rapport si b x ^^-^ ay^ 

Coi^OLLAiRB. Donc, excepté dans l'équa- 
tion 



ifcXiii^fci X ai ft i n «1 ■■ m il !!■■<>■ m um 



. . — — ' il h 

lion A , oh pourta faire x = _ ^^, - , en 



a u 




négligeant le terme ^ r , & y = — ^ ^ 

en négligeant A r. Si l'on fubftitue dans Téqua-* 
tion P trouvée ci-deflùs ^-— t {/(a* -+- ^*; à la 

S)lace de a x + by ^ &c dans tous les autres termes 
€S dernières valeurs de a; & de j^ que nous venons 
de trouver , il en réfultera -**- c |/ ( a* -+- A* ) 

&c. =o^ 

. Si le coeâîcient de u* n'eft pas o , négligeant 
tous les termes qui fuivent le lecond, réquatioa. 
fubfiftcra encre les deux premiers , & Ton aura 

«* = — T :; — T"-; : X ^ = /? r ^ en faiiant le 

c b a a b -+- t u^ * 

xnuitiplicateut de t égal à la quantité p. Mais 
u^^zz pt eft une équation à la patabole vulgaire 
dont le fommet a la même courbure que laCJourbe 
au point donné ; donc la parabole ordinaire , c'eft* 
à-dire , la parabole à*Âp:riionius fera la Courbe 
ofculatrice cherchée. Si le multiplicateur de u^ 
t;ft o , l'équation aura lieu entre le premier & le 
troifieme termes ainfi en tranfpofant , ôtapt la frac- 
tion & divifant enfuite le multiplicateur de r par 
celui de tt^, & faifant le quotient =:/7* , on aura 
u^ :s=zp^t. Cette équation eft à la première para- 
bole cubique , dont le fommet a la même cour- 
bure que la Courbe au point donné. Si le troifieme 
terme manquoit^ l'équation auroit lieu entre le 
Tome IL P 
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Sremier 8c le quatrième , êc ainfi des autres i 
onc il en réfultera toujours une éûuation de 
cette focme p''^^ tzz u^ ^ & la Courbe ofcula- 
ctice fera toujours une parabole de Tordre /?.• A Pé- 
gard dtt paramètre p û fera infim \ toutes les foU^ 

Îiue tf ou ^ étant infinis , le dénominateur de la 
radtion d où réfulte p" ^ ^ fera infiniment plus 
petit que le numérateur : mais & a 6c b étant 
infinimenc petits » le numérateur de la fraction 
eft infiniment plus petit que le dénominateur » p 
fera néanmoins infiniment petit. 

j.^. Si a 8c i font o en même tems , il faut 
acaminer le fécond terme c x* + dxy+ cy*. & 
cette quantité n a aucun faâeur réel , on a (5 ;) un 
point conjugué ^ pour lequel il n*yv^ point de Courbe 
ofculatrice. Si ce terme a deux fadeurs réels inégaux 
ax + èy^ mx+ ny yon divifera par m:c+ /7y & Pon 



«IX -f— ny 

«=: o. Subftituant ■ ' y , . r pour x & — — r-rrrr- 

E)ur^ , excepté dans la quantité ax '{^èy ^ pdUr 
quelle vous écrirez — t v/(a* -f- P) , l'on aura 

&c. » o* Si le multiplicateur de «* n'eft pas o , 
on aura une équation de cette forme «* =s=z pe ; 
donc la pjarabole à^ Apollonius fera la Courbe ofcu- 
latrice. Si le multiplicateur de a* manque , Ton 
aura m> ^i^p^t. En général la Courbe- ofculatrice 
fera une parabole défignée par Tcquation a" = 
p^^^ t y ainfi* qu'auparavant. En un mot fi le pre- 
mier membre qui ne manque pas dans l'équation a 
mi faiftéur réel fimple^ -v -+- ^ j , en fuppofant l'au- 
tre fadeur =3 y, & divifant les termes fuivants par j^ 
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tJh trouvera tbujoufs line équation de 11 forme u^ 
s=/?* ' r^ i ^ n étant un nombre entier polîcif. 

^o> Mais 11 le (premier membre qui fe trouve ne 
{>às hianquer dans l'éqjLiation , â deux ou trois fac- 
teurs égaux , on ne peu,t pas négliger tous les termes 
où fe trouve i ^ quoique t foit infiniment plus 
petit que u ; mais on doiç feulement négliger les 
' termes dans lefquels.f a/uii ':'xporant égal ou plus 
grand que le nombre des faâeurs égaux, qui fa 
trouvent dans \t premier meiiibre. Soit l'équatioti 

f:x^4^Scc^ cz o. SùbôituattC"^*-— * — ^-~- au lien 

de AT , **. t^ ■■■' — f^ i la place de y , on trouvera 

une équation de cette fornie r* -+- ctu^ -+• û?/;<^ 
+ éttt^ 4- f^^ -^ g ^^^ ô^c. = o * , en négli- 
geant .tous les termes ^jui contiendroieht r*, r j 
&c. multijilîés par «, w*^ .&c. auliî-bien que tous 
les termes qui contiendroîerit r^ , r"* , &c. : car tous 
ces tetmcs difparoiffent devant ceux que côntienC 
la dernière 'équation dont on vient de parler^ 
Si c 3t= 6 , mais non pas d ^ Téquation fera 

r* 4* rf«? » «I , ou «' s= -^- f^ as=± /> t* ^ en fai- 

fant,-^ sfc p. Cette éqaation eft 4 I& fécondé para-* 

bole cubique , qui fera la Courbe ofculatrire cher- 
chée Si ^ 2= o âufli-bien que e , on a t^ ^r^f^^% 
ou t = ^u^ y — y; Si / elî pofitive ..la-Gourbe 
ofculatrice eft imaginaire ,. Ô^ le point donné eft uii 



»«^— fc»M^»l»^ »"l ' l 



♦ On fupfofc !<• premier terme de l'équation Jélivré de foa 
coefficient^ parce «juc jceia eft CQUjours po/Iible. Vof(;:rAlj;* ^ 

p-2 
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{^oint coujugué. Si /eft négative , la Courbe o(ca« 
acrice eft une double parabole ordinaire y Tune de 
ces paraboles eft ficuée du coté des t pofitifs, l'autre chi 
cote des t négatifs. Au rc fte ces deux paraboles font 
égales. En procédant ainfi on déterminera facilement 
les paraboles ofculatrices qui réfultent de révanouif' 
femenc des ternies où fe trouve t combiné avec u. 

6 1 . Suppofons maintenant que c n eft pas = o. 
Si d n*eft pas = o , il eft vifible que t u^ ed une 

Quantité infiniment petite en comparaifon de u^ ; 
onc l'équation fubliftera entre tes deux termes 
tt + du^ = o. Mais fi rf s== , tU^ s'évanouif- 
fant devant t u^ , l'équation fubiiftera dans les termes 
t^ ^ ctu^ "{^ fu^ = o. Si dans cette éouation on 
fuppofe r & tt^ du même ordre , tous Us termes 
feront du même ordre. Si cette équation a tous fes 
faâ:eurs imaginaires, le point donné fera un point 
conjugué , qui ne peut avoir aucune Courbe ofcula- 
trice. Si l'équation a deux faûeurs réels , l'on trou-* 
vera deux équations de cette forme tzzmià ^ ou 

»* =3 — t =: p r , qui donneront deux paraboles 

vulgaires ofculatrices égales ou inégales , /èlon que 
les fadeurs de l'équation feront égaux ou inégaux ; 
donc la Courbe aura deux branches i qui auront 
pour Courbes ofculatrices les paraboles dont nous 
venons ' de parler. De plus ces paraboles fe con- 
fondront en une , fi les faûeurs de l'équation font 
égaux. Si Ton a auffi /== o , on aura l'équation tt + 
^rtt* + A,«^ = o ; parce que tu"^ s'évanouit devant 
i u\ Si Pôn fuppofe que t Se u* foient du même 
ordre, a*^ difparoîtra devant les deux autres termes, 
& l'on aura r* + C'tu* = o, ou c u^ +r=o, 

^ pu^«? =^ ' — . t == ^.< ^ équation ;à k parabole 



.'i 
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d'Apollonius. Mais fi l'on fuppofe r* du même 

degré que u^ ^ ou r du même degré que uî ^ tu^ 
devient inânimenc plus^ grand que les deux autres 
termes j donc Téquation ne peut fubfifter» Suppor 
fons t & i<^ dumènie degré ^ tt, difparoîcra devani 
les aùttes termes , & Top aura l'équation ctèû^ ^ 

k u^ rcs^o, OU ct'^hu} s=;o, oaU^ zz —^ tz:^ 

h 

p^ t , équation à 1^ première ^parabole cubiqua* On 
peut voir maintenant ce qui arriveroit fi h étant 
c=5 o , il falloit confidérer le terme >(:£tVc & i 
étant sas.p &.aon pas e, fi/n'eft pas = o , tu\, 
difparoîtra devant u^ ^ donc Ton aura. Téquatioa 
r* = -*/«'* , ou r ==:jHt ^* V^"-/ <iue nous avon$ 
défa examinée. Si/= o , t «^ difparoiflànt devant 
H^ , on aurayftt* +^A^^ Sr ^^^ ±= o jj.d0m: ©n île 
peut tirer que la. feule équatioa rt ^hu'^ = o ^ 

45Û a* 3= -— .. V , ou u^ = p^ «*, équation i 

«né 'parabole du cinquîenie ordre. Si hz=: o , on 
aura Téquatîon t^ ^^ et u} ^ ku^ ^= o. Si r Sc u^ 
fcnt dit jmême ordre, tous les termes de l'équa- 
tion feront du même ordre. Si cette équation a fes 
faâréiifs' imaginaires , elle indique un point conju- 
gué.. Si- elle a deux ft6feur$ réels , elle rçpréfeme 
deux paraboles de la forme a^ == /?*r, qui font 
le& Courbes, ofcuktrices .de deux, branches>-de Àa 
Courbe qui paflènt par le point donné. Ces deux 
paraboles fe confondent en une, fi les détix faéteurs 
de l'équatioa font égaux. En général d^ns ces ca» 
on a une équation dé cette forme r^ + A ^ «^ + 
B«^tt: Q (H) , dans laquelle p < J > autrement lo 

• Pi';.' 



——Il ■ I ■ ■■ ^ J !■ IM— ii^ 

(econd (erme difparc^cix^n devant je croi£lçme«. S^ 
hz=LXf cous les termes de l'çquatîon feront \\s>mo^ 
gei^s,e(i i'appofant t = k'i Si réi^âation n*à p6înf Àé 
tûâeorsréeU^elle indiqua un pomc conjugué. Si elle 
ft deux'faâfeurs réels, elle (e réduit A deux- équations 
ée cette forme a =: a^''- e qui donnent deux para-* 
boles olculatrices , qtii fe conliondent^n une lorfqaef 
les. taâeurs font éga^^u St j^ /^ > 9 , ^o()^atK>a U do^, 
vient te ^ b ^^ =^ o , qui fe réfouj çn deux fi 9 eft 
un nomfafrV pair , ouiqtirdonne Une feule patabol» 
efcularri:e fi ^ eft un 'nombre impair. Enfin & 
j/?<My-, on a deux, équations de cette ^ forme 
ftR i=. 4/ - » f , tt*« s J* - » r ■ qui donnent deux p^ 
laboles odulatrices^ar rapport à deux' branches dd 
H Courbe qui palïenr par le ipcine point *. 
. Si le fafteur double ( a x -t- iy)* étoit muiti-' 
plié par une fondion êhticrç df x *& dé y'\ en 
îiibftrtuant les valeurs de a: & xie ^ , ' dorinées enî 
K Se u j, & divifanjt par le multiplicateur du fséiew 
double , -en faifant* attention que tous lés termes 
^ui concienncnt r dirpar4:tU{en]: deyanc. celui qq^ 
çontieut feulement « , il eft vifibl^ qu^on pacvîen* 
ara a^ujue équation de^'l^.même foçpiçgy^.cpUft 
que. nous avons trouvée n-<^eilus. 

6i. Sx te premier membre^ de Téquattocf cannent 
^n fflé^eur triple , nous paryiendrons.à.unefquaçioii 
de fietiDç forme i^+at\ yF^^biut+^jt: x^ o, daqn 



r 



I 



A 
B 



o , Al 4-311^ *" r|33, |i^0t|)cn feppçfanc ^ -^jpesssffli fc--— ~ 
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ïaqufeUe on ne peut fïippofer/? < i , mais pi^ a /^ < ^ 
& ^ < r<. Si a 6c i font =3: o , on aura l'çqitation 
r^ -f ^ «"6= 0, qui détermine fefpece dèk para- 
bole ofculatrice. Si r eft divifîble par j ^ on trou- 

yera / =5 -r. ^7 j/c^ oa *^ ^ /^^ ' r , en faifanc 

-= m &~-*-= jp"*"**} <lonc la parabole oîcur 

latii^ fera 4e Tordce m , fie. ftai» que p/ca lu^ 
yaleur j^é^ fie deux insaginakes^ il y aura «a 
inème point de Iz Coucbe un point conjugué* Si 
^paàf 6c,\ff ze^r ^ Se far conl^quenc iq:zi xr ^ 
en fiipp^liiLiic r & </ o« mcme pcdce » tous 1q$ 
germes £sfipnt hpm<^nes » c'eft-à-dire ^ du même 
ordre , & on ne poucfa en négiigervancuh, .Si la 
^Drmule^T a un faâeui: xheX <& deux imaginaires >j 
livec un point conjugué » on aura encore one.paa:»- 
bole ofculatrice de la forme i^ =:: a'-^* t. Si les 
trois faâeucs fonr réels on. a trois paraboles oCcu- 
latrices de là même forme ^ deux ou même les 
%t^U fe confondront cbfemble , fi deux ou les 
V[Q\$ faâb^urs font égaux. Si les expofants n'ont pas 
ja proportion dont nous venons de parler , fup*^ 
polez iUcceffivefnent du même ordre les termes, 
pris deux à deux ; examinez enfuite ce que te» 
autres deviennent. S'ils ie trouvent du même otdre, 
on ne peut pas lès négbger , slls font infiniment 
petits par rapport i ceux qii*on fuppofe du même 
0f dte > l'équation aura heu entre cea deux là feu«* 
Jement. Si quelqu^un des termes négligés fe trouve 
infiniment plus grand que les deux termes cem^ 
parés , réquation ne peut avoir lieu entre ces deu;x 
tercaes. Par cotte méthode vous déterminerez toucci 
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les paraboles ofculacrices par raoport à . 
donn^ d'une Courbe algébrique. On fuivrà la 
mctliode fi le premier membre contient . quatre ^ 
cinq , fîx , " &c. fadeurs c^a'ux. 

6^. CoTiOLLAiaE. On peut conclure de ce 
qu'on vient de dire , qu'il n y a .aucun arc d'une 
Courbe quelconque qui .n'ait une .parabole pour 
Courbe ofculatrice. C*cft pourquoi on peut diftiit- 
guer les divers genres de courbure par les différents 
genres des paraboles^ Je 'mets dans le ipiemier 
genre des;paraboles cellesquiont la forme ^ =/?«■; 
HZ étant uu nombre entier pofitif. Le point de la 
Courbe où fe fait l'ofculattpÉi eft alors tai point fim- 
le. Si w =: z , on peut comparer là courbure avec 
a courbure circulaire. Si i» = 5 , la Courbe a iin 
point £ inflexion &:de concave de vient '• convexe 
dans ce point (fig. 19) : on fait qir6 laf' preifiierd 
parabole cobiqne a junrpoint dinflexk>n âU fommet 
(Voyez te que nous avons dit danstes S^edàon^. 
Coniques' fur les /paraboles de différents or- 
dres). Si /7z = 4 , on î;ie voit aucun point d*inftexion 
( fig. 3 o ) V mais on a coutume de confidcret un 
point dit^exion double , qu'on peut appeller;?oi/2£ 
M ferpentement ; caria Courbe de convexe devient 
concave , & auili-toc de concave redevient con- 
vexe. Si m = 5 , ona un point dSnflexion vi/îble j 
jnais on regarde ce point comme répondant ^ une 
inflexion triple , à caitfe que la Courbe de concave 
devient convexe , enfuite de nouveau coftcave > & 
enfin de nouveau convexe. Se ainfi fucceflSvement ; 
de forte que le nombre des inflexions eft toujours 
^ — 2 , & les inflexions font vifibles ou invifibles , 
ielon que m eft un nombre impair ou pair. Dans 
cederniet cas on a des points de £^rpentemen(. 
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Les paraboles du fécond genre font de la forme 
r* =/7 tt" , qui indique des points doubles ^ dont 
chacun équivaut à deux points fimples. Si /tz = j , 
on aura un point de rcbroujfement de la première 
efpece ( c'eft celui dans lequel deux branches de la 
même Courbe fe préfentent leurs convexités ) , 
parce que la parabole cubique t^ — /^ u} ( fig. 3 1 ) a 
une telle figure. 

Si m == 4 il en réfultera la forme de la fig. j 2 ^ 
qui ne repréfente que deux paraboles ordinaires. En 
général les branches de la parabole ofculatrice fonf 
comme dans la figure 5.1 fi /w eft impair , & comme 
dans la figure 5 1 fi /n eft pair. Mais dans ce demief^ 

cas il y a deux paraboles de la forme r = ;?//"*"• 

.^4. Corollaire. Jl fuit de ce qui précède », 
que le point d'une Courbe eft double lorfqu'il eft 
conjugué, lorfqu'ona^au mçme point de k Courbe 
deux paraboles ofculatrices ordinaires ^ ou quanct 
la parabole ofcalatrice eft du fécond genre. 

Les paraboles du troifiemé genre' font de la 
forme r = p tt". Le point d'oiculation eft alors' 
triple. Si /w = 4 , la figure eft femblable i celle de! 
la parabole ordinaire. Si m = 5 , on a un point d'in-' 
flexion ; fi /w = ^ , en prenant la racine cube , on 
a une parabole de la forme ; = /?/z* ; & à caufe des 
deux autres racines imaginaires , on a encore un- 
' point conjugué double. En général fi m eft impair 
la Courbe a un point d'inflexion contraire , fi m eft 

})air on a la figure de la parabole ordinaire. Mais 
î tn eft divifîble par ^ , on a une parabole du pre- 
' itiier genre avec un point conjugue. C'eft pourquoi 
l*Qn a un point triple dans la Courbe lorfquon a 
un point conjugué &c une parabole ofculatrice du 
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premier genre , ou lorfqu'on a trois paraboles du 
premier genre , ou une du premier Se une du fécond ^ 
I0U enfin une du troifieme. 

On peut remarquer que cela ne prouve pas que 
la Courbe exifte réellement. Cela cfémoncre feule- 
nent que l'ofculacion a lieu fi h Courbe exifte , 
mais il peut arriver cise la Courbe 6c fa branche 
foienc imaginaires ; d^s ce cas on a un Doint 
«Dnjugué. Suppofons que nous ayons trouvé Tequa- 

1 / ii^ w^ u^ 

«oo r* ^ -j-t- -4- -• ^- -j. iBss: o. J^égligewxt le 



»» 



4ernier terme ça trouve deux racines égales ^ — 't 
= 0. Mais en ne négligeant rien ^ rranfpofant le 

dernier tenpc , 1 on a r * r- -t- rr =* "t % 

p if p 

prenant les racmes il vient t^-^'^T^^^^*^ 
ou r îr -r- -+-_j/(— i) *• ainfi les racines (oat 

b ■ - -- b 

îjnagînaires , & Ton n*a qa'un point conjugac» 
C*eft pourquoi y ï caufe des terpies néglige^ comme 
infiniment petits par rapport suix autres , on p^ut 
trouver une Courbe ofculatricç réelle » qui rcelle- 
menc eft imaginaire » & qu*ôn trouveroit teljiç ea 
pouflant le calcul plus loin. 



^tï^ U^ u 



5oit } équation r* — ~ — |^ ^ ^ -- zL&'y en 

j^égligeant le dernier terme , l'équation a deux fac- 
teurs égaux qui donnent deux pacaboles ordiiiaireji 



'■»>> . ■■ if l T . f '■«■■y; j < ■ ■ I f> ■■ > i I ■ ! »? 



* Si petit qu'on fuppofc u de ce qu'il cxiftc, j^ V^-^i) 
eu anc quantité imagiQaire« 
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oiculacricejs qui fe confondent en une , ce qui ne 
prouVe pas que la Co'ûrbe a deux ou quatre oran-^ 
ches réelles qui paffent par le point donné & qpi 
cmbraflènt l'abfcifle t pofitive : car faifapt paner 
le 'dernier terme à la droite du figne deealité^ 
prenant enfuite les iracînes & tranfpofant , U vienf 

f == -+- 7 zb frrT)Vi7^ «) , û tf cft pofxtif , 

t eft imaginaire & la Cpurbe n^a aucune branche 
An côté des u pofitifs j mais ii ^ eft négatif i^ 
Courbe a deux branches réelles qui répondent à H 
même, abfnfle j/> {fig, j j ) , Tune & Tautre bran-r 
che ayant pour parabole ofcalatrice en a la. nième 
parabole vulgaire. 

6^. On peut voir par- là rçxiftcnce des poînu 
de rebroujjemtnt de là féconde efpece ; dans la^» 
quelle deux branches de ia n^lme Courbe font telle*^ 
ment difpofées que U eoncayité de Tune eft tour-* 
née du côté de la convexité de l'autre : ce qui ne" 
vient pas de la figure des paraboles oC:ulatrice5 v 
car au^cune parabole. iie petit avoir les branches 
^infi difpofées , & s'il y ^voiç deux paraboles , aux 
branches ac^ah s'en joindroient deux autres. Mais 
cela vient de cë'qùe par la nature de l'équation de 
la Courbe , les oranches du cpté des ordonnées 
poficives font imaginaires , les branches qui répon- 
dent a|Lix ordomiée^ négatives étant réelles ou réci- 
|iroquement. Nous en avons encore un exemple dans 

4 

h Courbe de l'équation^ = v^; dt 1^*' ( %• ^ ) ' 
car on ne peut pas fuppofer x négatif, ni prendre, 
le radical \/x en. — ^ , autrement j feroit ima- 
ginaire d'ans les deux os ; en effet dans le pre« 

mier on auioitj^ =» ^^x -f- V — atS & «lans le 
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fécond le radical \/x^ feroit une quantité imagi-* 
Siaire, aînfifque nous Pavom fait voir ailleurs C-^^)^ 
On peut remarquer que quoique les deux branches, 
de cette Courbe foient d'abord fituées au-deflus de 
Taxe des x , cependant une de cts branches coupe 
bientôt cet axe & defcend au-defTous. 

66. Cherchons maintenant quelle eft la courbure der 
paraboles dans les autres points. Soie Téquation gé^ 
nérale des paraboles a*'^^ pzzq^ ^ on fuppofe n 
plus grande que l'unité» Si on augmente p de Izk 
quantité x , & ^ de la quântîtc y ^ on auia û*~" ' x 
(/? + x) s= (ç-t-j')", ou en réfôlvant le fécond. 
membre en férié, û""^'/^ -t-a""^* x = j* 4"'^î*~*X 

»H q y H- &c. De cette équation 

retranchant la première, il vient cf'T*x:xzn ç*— *y^ 

— : — f-^.y^ -H - — -■ — f-'y\ 

&c. En fuppofant x 5c y infiniment petits , 
négligeant les termes qui difparoiilènç devant 
celui qui condent y^ , on trouvera , en tranfpo* 

^ n n — i) 

lant, û*""' X — n (f — '^"^ — f^^y^^o^ 

X 

Mais réquatîon a*— ' ^= ç" ^ donne ^ , ou y**-* 

■= > & 5*-* = — - — ^ Subftituant ces va-p» 

leurs de ç"""' , j"— * & divifaiit enfuite par a^% 

on alcquation a:— -^-^ — ^x - — e=;o,' 

^ f ^ 2' . • 

©u j ^ .«». np y'-^^ ^-^^ = o. Pour trani* 

porter l'équation aux ablciffes t ^ priiès fur la pe& 
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pendiculaire à la tangente au point donné y il fauc 



g.. qt — npu npt^qu ^ 

Taire x *~" — — v ^^ — ~ -- _ . . . * 

t étant infiniment petit refpeftivemenc à u , & 
l'équation deviendra en. tranfpofant & divifant. 



n. (n — i) , pq ^ ' 

don à la parabole ordinaire. 

Corollaire I. La courbure de toutes lesi • 
paraboles dans tous leurs^ points , excepté au 
ibmmet, eft donc de même elpece que la courbure 
au fommet de la parabole ordinaire , Se par confé- 
quent de même efpece que la courbure circulaire^ 

Suppofant p Tabfcilïe , q l'ordonnée , b le para- 
mètre , on a par la nature de la parabole d'ÀpoU 
ionius b ; qWq^p; donc lorfque q eft infini- 
ment petit , p eft encore infiniment plus petit ; 
donc clans ce cas q^ -+- /i* p^ = J* , & Téquation 

devient ul' = — . Si p eft du même ordre 

n. \n — i).p 

que y* , comme cela arrive dans la parabole ordî-^ 
naire , le paramètre b fera' fini. Si p eft infiniment 
petit, refpedivement à f ^ , ce qui arrive lorfque 
/2 > 1 , le paramètre devient infini. Si p eft infini- 
ment plus grand que q^ , ce qui a lieii fi /2 < z ^ 
le paramètre devient infiniment petit. C eft pojir- 



* On trouvera ces mêmes formules en faifa'nt q z=ia ^ 
np "zzz h ^ voyez le n^ 58. Comme q&c np ont les mêmes 
lignes que a &l b ^ on ne doit tien ckaogcc aux vakur^ dc^ 
de j: &dc y (;8), 
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qaoî prenant <)ai)s une parabole <)uelconque un arc 
toânimenc petit & (1 proche qu*on Voudra de fbn 
Ibtt^niec , pourvu qu'on tCj comprenne pas ce 
fommet , cirant pàf le milieu de cet arc une ligne 
ijuiluifoit perpendiculaire, on trouvera toujours 
pour cet arc une Courbe ofculatrice , qui fera la 
parabole ordinaire , dont Taxe fera fitué fur cette 
perpendiculaire prolongée s'il le faut , ce qui arrive 
fi la Courbe eft convexe du côté de Ton axe , maïs 
alors le paramètre de la parabole ofculatrice eft 
'négatif* 

67. Corollaire II De-U on peut conclure 
que ce n'eft qu'aux points (înguliers que la cour- 
bure d*ane Courbe peut être différente de la cour- 
bure au fommet de la parabole ordinaire , ou d'un^ 
tiature diiférente de la courbure circulaire. 

De la figure des Courbes dans un efpace finu 

6%. Suppofons d'abord que l'ordonnée y eft 
égale à une fonûion rationelle de x , dans ce cas 
y ne fera jamais imaginaire & la Courbe s*étendra 
à Vinfini du côté des abfciflès négatives , aufli-bien 
que du côté des pofitives. Soit , par exemple , 

y =5= 5 , luppofant .V =5= 00 , on a 



;t» 



^ as? -; î donc la Courbe a deux branches Sifinies 

du genre parabolique , dont les branches de la 

parabole^ ==-7 font les afymptotes curvilignes; 

Tune de ces branches a les abfcilfes & les crdon« 
nées pofitives , l'autre n*a que des abf cilles & des 
ordonnées négativ-es. Prenant le pointa (fig. 34) 
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four rorigirie , ôi h ligntf c b peut Taxe dei 
abfciflêî , faifaiit Fabfciflfe pofitiye aârs=iXàst: i ^ 
le fadeur jc — A deviendra ±= o j donc ati point 3 
Tordonnce^ eft = o , & k Courbe p^ffe par le 
point t. Suppofàrtf .v it o , on a encore ^ =x o ; 
donc la Courbé pâffe par le point a. Prenant dil 
côte des .r négatifs ^ c = tf , le facteur x+ a de*» 
viendra — ^^r + ûri — tf + ii=:o; donc la Courba 
pafle encore par le point c. La tangente de la Courba 
An point a fait , avec la ligne des abfcifles, un angfe , 
dont le finus éft au cofinus comme b i a ; pour Id 
point b cet angle eft,tel <jae fon finus eft à fort 
cofinus comme A, (^ + ^) : ^*, & comme ^ + A : a 
pour le point c. Depuis a jufqu en h les ordonnées 
font négatives , mais elles font pofitives depuis b 
Jufqu'à rinfini. Si i = o , la partie ad b s'évanouit 
& la ligne des abfciflfes devient tahgente de la bran- 
che a f { fig. } 5). Enfin donnant plufieurs Valeurs 
fucccffives à ;c , on mènera les ordonnées corref- 
pondantes aux abfci(ïès aP , a h^ a ky &c. (fig. 34), 
ou û A, a P , &c. C %• 3 j) > & l'on connoîtra par-Û 
la figure de la Courbe dans un efpace fini. 

Si on avoir l'équation y = + |/(i aX'^ x*) -4; 
\/{aX'^x^)y pour connoître la figure de k Courbe, 
faifant ^/(i tz a: — jc*) = ç , décrivez le cercle ahbd 
(fig. }6) de cette dernière équation , dont le rayon 
fera =: a. Paifant de même \/{ax -^ .r*) =«: û , 

décrivez le cercle ^rCxdontle rayon s= -. A tous 

les points g du premier cercle appliquez gMScgm, 
chacune égale à /L j enforte que les ordonnées fg" 
foient augmentées & diminuées de la quantité cor* 
refpondante/L; les points M &/7z feront à la* Cour- 
be cherchée, Oa fera la même chofe pour chaque 
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ordonnée /A correfpondante y & Ton aura la Coar- 
hearneaMdq^^ai fera compofée de deux feuil- 
ks , & dans laquelle y = ^ \ "u. 

Si lordonnée y écoic égale à une fonâlon 
radicale de x , qui renfermâc une autre fonâion 
radicale de ;c , par exemple , fi on avoir y =^ ^^ 
\/(^a^ -^ jf» -+- |/(a^ — x^))y dans ce cas on ne 
pourroic trouver la figure de la Courbe , qu'en 
donnant fuccefiivement plufieurs valeurs à x , & 
calculant pour chacune de ces valeurs , la valeur 
correfpondante de y* En un mot on fuivroîc la 
méthode ci-deflfus (i )• 

« 

D€S lignes Courtes décrites par le moyen des 

injlruments. 

6^. P KO^L iiAn. D'un point a (ûg. if) Jituc 
hors d'une droite ut , ayant abaijjéfur cette droite 
la perpendiculaire ab j prolongée jufquen d j on 
' demande la nature de la Courbe que décrira V^xtrc- 
mité de la ligne a d prolongée autant quil le faut j 
pendant le mouvement de cette ligne autour du point 
éiy en fuppofant qu on prenne toujours l'interceptée 
r n = b d. Suppofons que ad tfi parvenue dans la 
fituation <z /2 , du point n de la Courbe tirez n m 
perpendiculaire fur ad. Faifons , mn z=.y ^ab=za^ 
bdz=.rn=Lb^ am:=z x y Scmb=zX'^a. Le trian- 
gle reârangle amn donne a n =: |/(^* + x*); 
mais à caufe des parallèles br Se mn' ^ Ton 
a V^ (y* rt- ^*) : ^ : : * : a: — û , ou en 
quarrant , ^* -h x* : at* : : b^ : x^ — iax^a\ 
Se par fouftradion y ^ : x* : : b^-^x^ -f- 1 ^ x — a*; 
** — la X -{- a\ jFaifant le produit des extrêmes 

fie 
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Se celui des moyens , & retranchant le fécond dtt 
premier , il vient x^y^ -+- ^^ izo ^ 

-*- laxy^ -^ lax^ 

Si on fuppofe bc^rzbdtza^ Téquation ci-deflTus ^ qtil 
renferme les deux Courbes décrites par les points d 
& c , en fuppofant qu'on prenne toujours rqzzb^ 
deviendra plus (impie à caufe des termes qui fe 
détruiront *. La Courbe dont nous venons de trou* 
ver l'équation , s'appelle la Conchoïic de Nicomede j^ 
qui en eft l'inventeur \ nous appellerons la Courbe 
d n Conchoïde ultérieure , & la Courbe c q Conchoidc 
€itérieur€. La Conchoïde ultérieure a la même figure 
dans quelque hypothefe que ce foit, c'eft- à-dire, 
que s'écartant de part & d'autre du point d , elle 
s'approche de la ligne u t^ vers laquelle elle tourne 
d'alx)rd fa concavité ; mais bientôt elle fe fléchie 
en leris contraire & tourne fa convexité vers ut y 
en s'approchant toujours de cette ligne qui eft oix 
afymptote **♦ La Conchoïde citérieure , repréfen- 
tée par la même équation , a pour afymptote la 
même ligne ut ; mais fi i eft < û & que le point C 
foit fitue entre a 6c b y elle préfente d'abord fa 
concavité & bientôt après fa convexité à la ligne ut^ 

* Si l'on fuppofe èiM = * , qhi:s=zy , & qu'on faflc at* 

tendon que ^ M eft parallèle k b t , on verra aifément que 

^ (y^^x^) : X : : b : a**-^ X y ouy^ -f- x^ :x^ i : b^ :a*^ 

»^ %d X H~ x^ » d'où l'on tire la même équation que nous 

jiYous déjà trouvée pour la Conchoïde ukérieurc, 

total 

rinfiini cec angl< 

c= J- 9 donc , Scc^ 
00 

Tome IL ^ Q 
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de laquelle elle s'approche continuellement , à pro- 
portion que an fait un plus grand angle avec da. Si 
l, ^^a ^6c que les points c 6c a tombent Tun fur 
l'autre ( fig. 58) , les branches auront oour tangente 
commune au point a , la ligne b a , & le point a fera 
un point de rebrouffement de la première efpece , 
parce que les branches de cette Courbe en partant 
du point a pour s'approcher de leur afymptote fc 
prcientent leur convexité. 

Enfin fi A > tf ( fig- 3 9 ) & q"e le point c tombe 
fur le proloHgement de A a , Tune des branches 
fera cq a t y l'autre ca m ^ de forte que dans ce cas 
la Conchoïde citcrieure eft accompagnée d'une 
feuille acq. 

70. Problême. Trouver Inéquation de la Courbe 
amqsa décrite par le point m du cercle km qui 
roule fur fon égal ha (fig. 40 ). Suppofant qu'au 
commencement du mouvement, le point décrivant 
fe trouve en a ; lorfque ce point fera parvenu 
en /72 , il eft vifible que l'arc a b fera égal à lare 
b m. Ayant joint les centres des deux cercles par la 
droite ck qui palfe néceflairement par le point de 
contad b ( autrement la diftance c ^ ne feroir pas 
égale à la fomme des deux rayons cb ^- bk)^ 
tirez la ligné k md jufqu'à la rencontre àt ca pro- 
longée. A caufe que les arcs égaux bm^ ba appar- 
tiennent à des cercles égaux , les angles aeb ^ 
b km feront égaux ; doïic le triangle dck ^ ifo 
celle \ donc c d -=. dky&cdc-^aczzLdk-— mkj 
ou da = dm ; donc la ligne droite à m coupe les 
côtés d c ^ dk Axx triangle cdk en parties propor- 
tionnelles ;• donc a m eft parallèle k c k\ donc db 
qui coupe c k en deux également , coupera auflî 
a m en deux ' également en t ;, donc a t = t m. 
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De plus db coupant en deux également k bafe 
du- triangle ifoceîle c d k y eft néceirairement per- 
pendiculaire fur cetcô bafe & par conféquent , aux 
rayons b c ^ bk; donc i° elle eft tangente aux deux 
cercles ; donc i® elle eft perpendiculaire à la ligne 
am y parallèle i £ k. Menons m n perpendiculaire 
fur c J > & appellant r le rayon cb oMbky faifons 
c n =^ X y a il = en — — a c ===^ x — r y mn tziy , 
\am)''^{mnf^^na)^z=Ly''^{x^rfy at 

^ (y^ -4- (ot — rV ) 

«css -^ — . A caufe des triangles fem- 

blables cd b y adt ^ Ton ^ ç b \ a t \\ c d x da ^ 
ùufubcrahtndo y cb \ cb '*- at \\cd x ca ^ ou r : r 






C d X r : donc c d 



-zr 



j , x\ , ■ .XV i ^^îs les triangles c ^ ^ ,' 



« tf m ayant les angles en ût & c égaux > & les 
angles en A & /2 droits font femblables & donnent 



t"- 



cdxfhllamxxin y ou 77-- — TT-'T: 



■«■aai*feaaki*< 



1 

l^/(^* + (a: *- r )*) : AT — r j ou ( en multipliant les 
deux premiers termes par le divifeur du premier , 

& les divifant par r ) r ; r — -^-^-^ — ^-^ r^ ! : 

\^[y^ -(- (jir — r)^) : AT *- r ; donc égalant le pro- 
duit <des. moyens à celui des extrêmes , rx — r* 

= r V {y^ + ( a: - r)*) ^ ( ^' "^ ^^^ ~ ?" ) , ou trànf^ 

pofant^, développant (x-^-i-r)* & réduifant, 

Q 1 
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iL±2^ — ^ = r |/(^* + (*-r)*) , ou ôtant I* 

ftaâion » & faifanc les opérations ordinaires 

y^ + 1 x^y* '\' x^ = o équation qui exprime 

•- tf r* ^* — ^ r* ** la nature cle la Courbe 

+ 8r^x amsay qu'on appelle 

— } r* Epicidoïde. 

71. Problème, Suppofant une équerrc nam 

ifiS* 4^ -^ > ^^'^^ ^^*^ branches /oient d'une longueur 
quelconque j mobile par fo^.'^Êtgnet a j autour de 
t extrémité a de la ligne ab j fuppofant en même 
temps qu une ligne indéfinie m n perpendiculaire fur 
^b ^ fe meuve de a erté parallèlement à elle-même j 
en demande Inéquation de la Courbe ano j que décrit le 
point de concours n des lignes adn^mn j tandis que 
le concours m des lignes am j nm décrit la Courbe 
amb. Soit apsssx ypms^z:^^^ pn zzy, A caufe 
4le Tangle droit na m ôcàclz ligne a p perpendicu* 
laire fur Thypothénufe nm an triangle reârangle 
n am^onzpmiapWa pxpn ,ou:f •x ilx ly ; 

X X 

donc I = — , Si dans cette valeur de i vous fubftî-» 

tuez fa valeur en x donnée par l'équation de la 
Courbe ambj dont ap ed rabfcifTe ôc pm Tordon* 
née , vous aurez l'équation de la Courbe cherchée» 
Soit amb un demi-cercle dont le diamètre ab=: 
aa, /?m, ouç fera = v^(i*2f — x^) ^ & Ton 

'^ x^ 

aura l'équation i/{tax^x^) = — , ou en quar- 

x^ x^ 

fant, xtfx — x* = — ,ouy*= , cm 

y^ = . 

On trouve la même équatîoa fi 021 propofe ce 



j 
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Problème. Ayant décrit un demi-cercle adb furie 
diamètre ab y par l'extrémité duquel on a mené la 
perpendicul^re indéfinie bu ^ Am point a menant 
a tous les points u de ub des lignes anu ^ en 
faifant toujours un égale à la corde correfpon-^ 
dante a d , quelle eft la nature de la Courbe qui 
paflè par tous les points n aînfi déterminés? Cette 
Courbe eft appellée la Cijfoïde de Diodes fon in- 
venteur. Mais démontrons que dans la Courbe 
dont nous venons de trouver l'équation , on a tou- 
jours un = da. Ayant tiré la ligne dm ^ k caufe 
de l'angle droit dantj daim fera une demi-cir- 
conférence ic dm un diamètre \ mais Tangle amh 
eft droit , parce qu'il eft appuyé fur le diamètre ba; 
donc /72^ eft parallèle & égale â da ; donc bm 
^ft parallèle k nu ; donc unb m eft un parallélo* 
gramme ; donc un zz: b m zzzad; donc la Courbe 
dont nous avons trouvé l'équation eft la CifToïde 
de Dioclès. 

Corollaire I, De réquatîon^*= ^ 

on tire y = zj^ J/^ ( — ZIj > ^^^ * chaque ab- 

fcifle a p répondent deux ordonnées égales pn^pq^ 
l'une pofitive , l'autre négative. Si Ton fuppofe 
ap^^' x^=L ab-zz xa X l*on aura xa — at = o & 

x^ 

^* = — =00 j donc les deux ordonnées qui ré- 
pondent au point b font infinies ^ & la Courbe 
a deux branches qui , partant du point a ( qui eft 
un point de rebroulTement de la première efpece ) 
vont toujours en s*écartant de l'axe a b. La ligne u t 
eft l^afymptore de la Ciflbïde : car lorfque la ligne 
éi^d = nu devient =; -^^ » le point ;; & le point u 



. ' --. 
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s'approchent infiniment , de même que le point u 
& le point y donc , &c. 



AT* 



Corollaire IL De Tcquation :}; = — , on 

peut tirer aifcment Téquation d'un très -grand nom- 
bre de Courbes : car fuppofons que l'équation de 



■» — a 



la Courbe albt9i A»""" x'— î", où ç = * « xm 
i — f- j on aura ( en prenant les puiflànces m ) 

jjn^n^n^ — . MultipUant par V*, divifant par 

pn-'M x^^-^ y équation de la Courbe dans ce cas. 

Si la courbe al m étoit une hyperbole équilatere, 

dont le premier axe fût = i^ , on auroit î ::x V I^+V 

= — , ou itf a: + X* = — 5 ou multipliant par jr* 
& divifant par ^ , ^* x { i ^ + ^) = -^^ > & enfin 
y^ — ^ équation de la Courbe cherchée dans 

ce cas. Si la Courbe al m étoit une paraboloïde 
défignce par l'équation ax"* + b x" + d= lyOn 



a:» 



auroit — = a jp»* + Ax» + cf , ou y = — rTTTVli 

qui feroit Téquation de la Courbe a n o. 

72. Problème, Quelle eji la nature de la Courbe 
que décrira le point a de téquerre mau ^ dont la 
brancne amzz. a ^ en fuppofant que l'extrémité m 
de cette branche fe meut fur la ligne n m y & que 
Vautre branche indéfinie a toujours un de fcs 
points fur h point fixe n de la ligne indéfinie np ? 
'oit n p ^== X j p a ~ y* A caufe Aq ap per-« 
peudiculairiç fur l'hypothénufe nm dix triangle rec- 
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-tanglc n a m , l'on a jip : pa II p a : p m ^ oa 
x:y liyipm =— . Mais le triangle redangle 
pam donne (a m)* = {apY -i- {p my ^ ou^* =:jy* 
H- — ; donc û* x^ = j* ;r* -t-J''* > ou y^ +y* a:* 

X 

— tf^-AT* 3= o , équation de la Courbe. 

Des Courbes dont on trouve féquat'ion par des 
propriétés données .qui dépendent de plufieurs 
' points de feclion. 

7 3 . Etant donnée une Couicbe m dng (fig. 41 ), donc 
Taxe des abfciflès foit at j&c dont b m Se b n foient 
deux ofdonnées correfporidantes à la même abfcilïe 
d bj la fomme b m^^b n des ordonnées, leur produir, 
la fomme de leurs quarrés , & en général la fomme 
de leurs puiflànces quelconques peut être fuppofée 
donnée , ou par des conftàntes , ou par une fonc- 
tion de X => ab. A caufe qu'à l'abfcifle a b répon- 
dent deux ordonnées bm^ in ^ h valeur de y fera 
double ; donc elle fera déterminée par une équa^ 
çion de cette forme y^ — 2 my + n =: o.. Cette 
équation étant réfolue par la méthode du feiçond 
degré , donne deux racines ^ = /tz + V (m^ — n). 
C'eft de ces valeurs de y qu'on doit tirer Téquà- 
tion qu'exige la propriété donnée {m ôc n doivent 
être dÎDnnées toutes les deux , ou au moins Tune des' 
deux par une fondion de la variable x , l'autre étant 
une confiante fi la propriété ^demandée l'exige ) 
& donc la valeur fubftitiiée dans Téquation fuppofée 
donnera les Courbes qui }ouiirenc de la propriété 
donnée. 

74. Problème. Déterminer les Courbes dans 
lef quelles le rectangle bmXb n:=zp^ Donc bmr^bû 

Q 4 
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Subfticuanc la valeur de n dans l'équation générale^ 
on aura y* — 1 m y -+- p =: o , qui donnera la 
Courbe qui jouit de la propriété demandée quelle 
que foit la valeur de m. Si p eft une quantité conf- 
tante= a^Scms=za'^dXy Ton aura^ — 
(ia + idx).y + tf* s= o , équation à rhyperboJe 
rapportée à fes afyitiptotes * j en effet on lait que 

cette propriété convient i Thyperbole. Si « = — ^ 

X JC* V 

réquation devient y^ — \rp = o. Sip=x^^ 

X X^ V 

on a ^* — ^ + AT* = o , ou a y* — 2 x^y + 

4Z a:^ se= o , équation qui appartient à une ligne du 
troîfieme ordre , qui a la propriété demandée. 

75. Problème. Trouver les Courtes danslef' 
quelles la fommc b m -f- b n de deux ordonnées 
4orrefpQndantes à la même abfciffe ab eft zz p^ 
Puifque le coefficient du fécond terme d'une éqûa^- 
• non pris avec un figne contraire eft égal à la fomme 
des racines (voyez P Algèbre ),ona2*m=z:im + 
hn^^ donc l'équation générale devient ^* —/?^ 
4? a =? o , quelle que foit la valeur de n^ Soit 
,^ =: 2 jr , & « = %x^ y on aura y"^ -— \y x-^* 
j jf^ =5 c , équation à une Courbe , dont la fomme 
des ordonnées eft double de Pabfciflè^ Soie p = iû j, 

lî = <i.* «^ — , réquation deviendra y^ mmm %ay -^ 

* Pour çomprcadrc commetic cette équation apparcicaç 
a l'hyperbole rapportée à Tes âfymptotcs , on n*a qu'à fc 
rappeller ( 1$ ) qu'il fu^Ht pour cela que le quarré des or« 
données manque dans l'équation ; or en changeant ^ en ^ 
& t4cif ro^ucmcQt » ce quarté mantjuc s <ionc « ^<u 



»■ • I l iiii II ■ il M • ■■ I - ■ ■ lÉ ^ 11 I , » 

Courbes Algébriques. 14^ 



^m 



«' 



'«*— — =: o, ou (j' — a)*, â = Jc' , ou (en fai- 

fane y— 42=:f) *^ = ^:{^, équation à la féconde 
parabole cubique. Pour le faire voir , fuppofons que 
M/<f (fig. 43) repréfente la féconde parabole cubi- 
que , a étant l*ongine &c ab Taxe des x^ Prenex af 
parallèle aux ordonnées & = a , par le point f menez 
/^parallèle kcb; par le point/ pris pour fommet , 
décrivez ( en prenant fg pour Taxe des abfciflès-y 
la féconde parabole cubique , dans laquelle les 
cubes x^ des abfciflès^ fg font égaux aux quarrés 
des ordonnées c g multipliés par a. Ayant mené 
une double ordonnée quelconque b m\ b n on % 
toujours bm'\- bnzn 1 a. Au point c oùbmziz o, 
on z cd =: la^ ôcen p où l'ordonnée /?M eft né- 
gative on a /? N •— /? M = 2 a, 

y6. Problème. Trouver les Courbes dans lej^ 
quelles (b m)^ + {b nY = p. Par la nature du Pro- 
blême on a/7 = (;n +v^ (tw*— /2'^)^-f-(/72 — j/(;;z*— /z))* 
5= 4 /;2* — 1 72 ; donc en divifant par x & trant 

pofanc , i m* — «^ :?s /2, Subftitùant cette valeur 

de n dans l'équation générale , on aura ^* — 1 m y 

•4- 1 /tt* -^ - = o. Suppofons /? == 1 a* & /tï =~ , 

pour avoir 1 équation ^* — -~ — | — -^ -^a^zz o, 

qui eft à TEllipfe. 

Pour conftruire cette équation , prenez tf /= / 
<fig. j^)^fd=ayap égale & parallèle ifd , tirez 
la ligne ad ^ ic fuppolant les demi - diamètres 
conjugués ^ /7 , ad^ fur ces lignes prolongées de • 
part & d*autre du centre a , décrivez TElfipfe m dp *• 

J_ - ■ T- - - I ■ ■ ' . 

f {.'équation par rapport aux diamccrcs conjugués doofi 
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Ayant mené une ligne quelconque mbn ^ on aura 
toujours lAm)^-t- (bnY zz lêT = i X (ap)^ ^Sc 
fi ap=s,adSc que l'angle p ad foit droit , TEJ- 
lipTe fe changera en cercle , de forte que rEllipfe 
& le cercle ont cette propriété. 

77. Problème. Trouver une Courbe dans la^ 
quelle ( ^ m )3-+-( i «)'=/?( fig. 42 ). On aura 
4onc p =: ( m -t- x/n^^^nY -+- {m — y/^TZi^y 
zzim^^émn; donc ( en tftinfpofant & divifant 

par 6 m) — -^ = /z ; donc Téquation génc- 

raie deviendra y*— i/72y-+-Tm* — — s= 0. 

^Si/?=:iaAr^&iw=4:*, on zy^ --ix^ y + j x^'^ 

- — = ; ou ^y — 6x y 4-4X'*— rûA:sa=o^ 

•qui repréfente une ligne du quatrième ordre qui a 
Ja propriété demandée. Si p sssSa^ 8c msxzx^ 

on a^* — 1 :r j^ + y AT* — — c= o , ou ^y^ x — 

^•^^^^ -H 4a:^ — û* = o , équaôon qui repré- 



fente une ligne du troifieme ordre , qui a aufli la 
propriété demandée. Si m = jr* & /? = (J a* x** , on 
aura j^* — 2 x'y H- 3. ;c*'-r- û' a:«^ = o , ou 3^^ — 

'^ ^^y + 4 "^*' — 3 û' «î^' = o y équation qui peut 

» 

" !!■ I I I II II I ■■■ ' ■■-. 1 1 m 

il s'agit ici fera «* = - X (g* — ^* ) , ou « = + r 

Xl/(^* — î»), cri Fairanttfi/r=^,4P =j;,P »=?«=«. 
Or en donnant fuccefli vendent plusieurs valeurs à ^ , oH 
.4^crira facilement la Courbe de la manière que nous l'a* 
vons enfcignë ( z ) > de forte qu'en menant les ordonnées 
P /n , P /> correfpondantes à chaque abfcifTe a P , Ton aura 
vne Ellipfe d'autant plus exaâe que les valeurs de u feront 
plus cxat^es & les u plus proches les uns des autres. 
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repréfcnter une Courbe d'un ordre quelconque, & 
•qui jouit de la propriété demandée. ' . 

Nous ayons luppofé dans les Problèmes préc^- . 
dents que les -ordonnées étoient parallèles ei>tr« 
elles. Mais fi les féçantes de la Courbe doivent 

Î)artir d'un point que nous appellerons le pôle de 
a Courbe , il.eft nécefïaire d'exprimer la nature 
de la Courbe d'une autre manière que nous n'avons 
fait jufqu'ici. Soit une lignie fixe k c ( fig. 45) aè 
l'extrémité h de laquelle on tire des Ugnes b n .qui 
doivent rencontrer la Courbe, il faut exprimer là 
nature de la Courbe par une équation entre les 
lignes bm{:0 Se ^^^ quantité dépendant^ de J'angle 
variable mie =: q , compe feroit fin^ ^ , cof. ç, 
tang. q , &c. 

yï. Nous allons donner une. m(éçho<ie»par la- 
quelle faifant les coordonnées perpendiculaires 
ip=ix&cpmz:zy^ de J'équation enrr^ ? & f 
on peut tirer l'équation entre y Se x &c récipro- 
quement. Le triangle ^redlangle tp m donne :[z=z 
V(v* -f y^). Le même triangle ( eo faifant le 
rayon = r ) donne V ( at* -H y^) : y :: r i fin. q ; 



donc ^Ll^ / : (A), Il eft vifible eri- 

core que coj. q : r:: x: yÇx + J ) y donc -. 

... . • • * ■ 

' ., , . r (B ). Le même triangle. donne * : 

tang, q y •> " « • / 

y tl r : tang. q Sc — ^-^ ascs -. Pour les quantités 

dépendantes de :( & de q^ fubftituez lejars valeurs 
en x Se y t Se de l'équation entre ^ Se q vous paf- 
ferex à l'équation entre x Se y. Si dans l'équation A 
Y§)\x$ fubftituez i i h place de V (.v^ i-^y* , vous 
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turez ( en multipliant par ç ) ^ = — —^^ Fai- 
sant la même fubftitution dans l'équation B , Se 
multipliant enfuite par ^ » on aura x == -^ 

Subftituant ces valeurs de x Se dey dans Téqua^ 
tion entre x Se y ^ vous aurez réquation ena» 

Si la propriété demandée exi^e deux fecantes 
im y briy Utuées fur la même ligne , on prendra 
l'équation du fécond degré :f*— i m :f + /2=: o (D) ^ 
dans laquelle m Se n font cenfées être données par 
l'angle q , commun aux deux fecantes , on déter- 
jninera enfuite m ^ ou /s par la propriété de* 
mandée. 

75^. Problème. Trouver ta Courbe dans laquelle 
le produit de deux fecantes hm ^ hn ^ Jîtuées fur 
la même ligne & tirées d\n même point b jufquk 
la rencontre de la Courbe , eft une quantité conf-* 
tante = d^. Puifque le produit des racines d'une 
équation du fécond degré eft égal au dernier terme , 
on aura « = £i* ; donc l'équarion génçrale D de- 
viendra î* — a/»| + a* s= G. Si 1*011 fuppofe 

m = — . , on aura r + ^ = o.. 

Si dans cette équation on fubftitue |/(x* + j^*) à 

la place de ç & . ^ . — - au lieu de ^^ \ elfe 

\ V(* -hj' ) r- * 

deviendra x'^ -\^ y^ r— 1 ** -+- a* =5 o* Pour 
conftruire cette équation prenez ac z=: b Se c dzs. 
|/( A* — « n*). Du point € pris pour centre avec le 
rayon cd j, décrivez un cercle & vous aurez la 
Courbe demandée. En effet bdzzb-^ )/(,i^ — ^ <2*) 
Se bf^ssi^b^ y/(i* r* ^*) > or P*J^ 1* propriété 



I 
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du cercle ( voyez la Géométrie ) bmy.b n zzz bfx 
^i/= (i-t- ^/i^IT?) X {b^\/V^Il^) = a* i donc 
la Courbe cherchée eft un cercle. 

80. Problème. Trouver la Courbe dans laquelle la 

Jommt des deux fécantes h m -f- bn efi une quantité conf* 

tome z= i«. Parce que le coefHcietit du fécond terme d un« 

équation pris avec un figne concraire eft égal à la femme 

des racines » on aura 2/R:=itf& m:=. a ; donc Téqua*» 

a b r 
tioa D deviendra r* — i « r + aj=3 o. Si /i = —*— ; à 

col. f 

caufc de — ^~ = ... 2\ (ji) , on aura — ^— =?a 

■ ■ , SubfUtuanc les valeurs de — rr- ^àcr % 

X • cof. ^ ^* 

r^quation deviendra x* -f- ^ — 2tf y'( jpx-j-yav-j^ 
" — > -^ s=o, ou«* + y» (itfjv— it^)>C 

— ^ ■ — o, ou «»+y =3— tf. (2* — *;. ^ » 

OU {**H->'» )• = a\ (2 * — A)*. ^^ "^^^ , ou (mul- 

tipliant par x* & divifanc par x*-+-y*) *♦-+-** y* =3 
#'« ( X jc — A )^ , équation qui appartient à une ligue dit 
quatrième ordre. 

Si. pROBLEMB, Trouver une Courbe dans laquelle Ul 
fomme des quarrès de deux fécantes b m y b n fait ==: p ^ 
p étant une fonfiion quelconque dépendante de q ^ ou une 
fuantité confiante. Les racines de l'équation D fout ^ == n* 
y'(i»*— «), {=/»— V^ (/»* — «) > la fomme de 



leurs quarrés eft 4 «* — 1 « =^p ; donc '/iœ i «i* — C. | 

& réquation D devient ^* — xmçH-*!»* — — =0. 

Si f & m font fuppofés des quantités conftântes , féqua- 
tton , qui après l'élimination de ^ fera du quatrième degré * 
appartiendra à un ou deux cercles. Pour le prouver , dif- 
pofons réquation de cette manière ,^ — ii»;j^-+-/»* =s 

£ — « m\ Prenant la racine quarrée de part & d'autre , il 
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vient i 
m 



— m sss 1 K ( J — m^y Si ^ = m», alojrs i — - 



... = o . ou if = m ,• «lonc m = V «* -+- y*) & m*=a 
jçi «|_ y» ^ ou y*' == m* — je* , équation à un cercle donc 
le rayon zz m ; dans ce cas les { partent du centre , ce 
qui cft évident : car alors Tune & l'autre fccante cft 
=: /» , & la Comme de leurs quarrés cft a m* = p. Si 

t ^ m^ , la Courbe cft imaginaire. Mais fi - }> /«^ , fi» 

par exemple ,2 = ^ m'^ ^ alors ç — OT=:t^'»&î = 

m±i.m y ou V ( ** + y^ = '^ ± * »« , équation qui 
appartient à deux cercles , dont l'un a 3 m pour rayon , 
tandis que le rayon de l'autre cft = — m. Décrivez donc 
deux cercles concentriques ( fig. 46 ) , dont le rayon hfdc 
l'un foit= j m & le rayon Igdc l'autre = m , & menez par 
le centre t les fécames /z3N , /^g: qui rencontrent les deux 
cercles. Mais quelles font les.fécantes cherchées , dont 
la fommc des quarrés = ;?== là.mm. Si vous prcnex 
les fécantes qui aboutiflent à la circonférence d'un même 
cercle , vous verrez que la fomme de leurs quar/és ne peut 
donner la quantité pi czt nh ^sz j m = ^N 5 donc 
(^ „)* -4- (^N / = 1 8. «* 5 mais bm :=^b M = m-i donc * 
(hmY -+- (*M)* = 2. m\ Il eft facile de voir que 
(bmy 4- (^/z)* == m* -f- 9. m» = 10. m*-, ainfi il 
faut prendre les fécantes qui aboutiflent aux circonférences 
des deux cercles. 

Si on fuppofe ;? = 4 <ï^ & w = , 1 équation D^ 

deviendra, en fubftituant la valeur de /z & celle de 91, 

fin. a . lû*. (fin. qf , », • 

^ — xa^. • — -^ H ~ — — z tf ^ = o. Mais 

(.fin. q)^ = r^ — ( cof. ^)^. Subftituant cette valeur de 
(fin. qY ^ réduifant , la dernière équation devient ^^ -— 

fin. J ij^. (cof. ^* n iT * r '^ ^ v 

maz* ^ — ^^ ' — = o« Panant eniuite a le- 

^ r r^ 

quation entre x&y, on trouve (*^+y*)* — ^ay.[x'*'+y^) 

za^ x"^ == o , équation à une ligne du quatrième ordre, 

qui jouit de la propriété que la fomme des quarrés de deux 

fécantes eft égale à une quantité conftancc 4^^. 
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Des Courbes femhlables. 

I 

Si. Dans toute équatioa à ane ligne Courbe» entre. 
les coordonnées perpendiculaires x ècy ^ il doit fe trouver 
une ou pluficurs quantités confiantes» telles que ay b ^ c , 
qui défignent des lignes conHiantes , & qui avec les varia- 
bles xbc y forment par*tGut des termes de la n^ême dimcn* 
iion : car Çi dans un terme on a un produit de trois lignes 
mulcipliées les unes par les autres , il eft néceifaire que 
chacun des autres termes contienne un produit de trois 
lignes ni plus ni moins » autrement il faudroit comparer 
un produit de trois lignes avec un produit de deux lignes , 
par exemple » ou de 5 , ou de ^ » &c. ce qui ne peut fe 
faire , parce que ce font des quantités hétérogènes. Il peut 
cependant arriver quon ait fait une ou plufîeurs lignes 
égales à Tunicé , ou qu'une ligne confiante foit exprimée 
par un nombre différent de l'unité : comme , par exemple , fi 
on exprimoit une ligne de trois pieds par le nombre 5 . De-là il 
fuit que fî Ton avoir une équation ratfonnelle telle que x"*-|^ 

h X^ — » y -f- C ^«— ay2. _^ ^ ^ ^ ^ .^ ^ym ;£- ^ . ç^ f^p. 

pofant que tous les coefficients b, c , &c. font des nom- 
bres » & que tous les termes confîdérés par rapport zx 8c y 
font homogènes , c'efl-à dire dé même diraenfion , l'équa- 
tioA feroit compofée de m fadeurs de la forme x — p y 
-= o , p étant un nombre réel ou imaginaire s or l'équa* 
tion X — ^ /7y =± o , efl à la ligne droite ( 7 ) , & cette 
ligne fera imaginaire fî p efl imaginaire. Si Ton avoic 
x^ — f- J**'y H— J X y^' — f- y 5 =? o , ou ( ^-f-y)^ 
=3 o , il efl vifible que l'équation renfermeroit trois lignes 
droites , dont chacune feroit exprimée par l'équation x 



y"=. o , ou jc = — y ^ de plus ces lignes tomberoient 
toutes les unes fur les autres. En général une équation 
entre x 8c y y dont tous les termes £bnt homogènes , & qui 
ne contient aucune ligne confiante exprimée ou fous-enten- 
due , ne peut (appartenir^ à une ligne courbe » mais elle 
repréfente tout au plus un ^ffemblage ou fyflême de lignes 
droites. 

Suppofons qu*unc équation entre x 8c y contienne une 
feule ligne confiante a , de forte que les lignes^ , ie , y 
doAaenc pat-tout des termes homogènes. Dans ce ca^ feloa 
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les différences valeurs de a , Tét^uation rcpréfcnicra dey 
Cotttbcs, 4UI ne différeront qu'en c)uantité « mais 4|ui du 
refte (eionc en tout (ennbUblcs. Ainlî tourcs les li^nct 
courbes qui fe trouvent dans ce cas font cenfées fembfa^ies; 
Tels font les cercles qui ne différent qu'en grandeur à 
^afe de leurs rayons plus grands ou plus petits. 

Pour rendre ceci plus clair, foit Téquation y* -|— âr^r — 
xax = o (A)f qui fe trouve datis le cas dont nous 
venons de parler. Appelions la confiante a le paramètre de Iz 
Courbe défignée par cette équation , & foie fuppofée A C — j 
(fig. 47 ^ , A M B la Courbe de l'équation A , eu prenant A B 
pour l'axe des abfcilTcs Se faifant AP=:x, PM=y. Sup- 
fofons maintenant que le paramètre devienne=:tf^ (fig. 48), 
aq b étant la Courbe que Téquation repréfente dans 
cette fuppofîcion y les Courbes A MB, éiqb feront fcm- 

blables : car fuppofant ii ^ s=: - & prenant tf A = — — = 

ff,Atf = — = ^,fîàla place àt a ^ x ^ y otk 

écrie refpedivement -,-»-» tous les termes de Té* 

H n n 

quation fe trouveront divifés par nn^ic en fài/ànt diC* 

paroitre le divifcur , on aura la même équation A quo 

ci-defTus. 

83. Les Courbes femblables auront cette propriété qu'en 

1>tenant les abfciffes hV , ah tn raifon des paramètres, 
es ordonnées correfpondantes feront au/fi en raifon des 
paramètres & par conféquent proportionnelles aux abfciffes. 
Les lignes iemblablcment tirées , les tangentes , fous- 
tangenccs ^ les normales & fous - normales , les Courbes 
ofculatrices aux points correfpondants , les arcs fem- 
blables ( c*efl-à-dire correfpondants aux abfciffes A? y ah, 
proportionnelles aux paramètres ) feront des lignes dans 
le même rappon que les paramètres , & les aires cor- 
xefpondantcs aux abfciflcs k\^ ^ah feront en raifon doublée 
its paramètres. 

Il efl vifîble qae tous les cercles font des Courbes fem- 
blables étant repréfentés par Téquation xax* — x^=^. 
Oe mêiQe toutes > les paraboles vulgaires , zepréfeotées 
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par Véquation a x = y'^ , -fant des Courbes (çmbkbles» 
^4. Problème* Etant donnée une Courbe A M B ( £g. 47) ^ 
tn trouver unt autre a qh ( fig, 48 ) qui lui Joit fèmblabic. 
Suppofons qu'on demande que ies abfcjflcs aP ,;if) (oient 
aux abrciHes ah {f) comme !,:/?»& que Tangle des 
Coordonnées foie droit. Faites i : a : : A,P ;. aA=:zpbc vous 
aurez le point Â fîcoé lu r l'axe '<i hb , de la même manière 
que le point P l'eft fur i*axe A i' B. Faites de même 1 : n : : 
P M (y ) : q. Prenez h q == q , ia Courbe cherchée paiera 
par le point q. L'on trouvera de même tant d'autres point» 
que l'on voudra « qui appartiendront lous à ia Courbe 
^qbi fcniblable à la Courbe A MB. Pour avoir Téquatioii 
à la Courbe aqb dont lès coordonnées ah^Jiq font repré' 
fentées pai /? & q» on remarquera que i in :: AP (x) : 



p , & que I : /2 : ; P M (y) : q ; donc Jif= - &y=-2.^ 

Subftituant ces^ valeurs dans réquatîon entre \r & y , on aura 
réquation entre p 8c q. Cette équation contiendra des 
fradions , dont le dénominateur fera quelque puifTance 
de n. .Si l'on ôte les fi'a6tionSv& que les quantités a, p, ^ 
foient regardées feules comme déterminant les dimenfions. 
de chaque tcrine , le nombre des dimenfions fera le même 
dans chaque terme. C*eft par la qu'on peut facilement 
rcconnoitre ces fortes de Courbes. 

Soit y* =r 2AX — x^ , équation à ulti cercle , dont le 

diamètre = 1 ^i. Si on fubftitue ^ à la place de x , & -? 

n ^ , ■ B> 

« « 1 1 9^ t A p p* 

VL la place de y , on a i- =î =- — <— , ou <7* = 

'^ -^ n* n nn ^ 

xanp — p* , équation au cercle, dont le diamètre eft 
= zna ; donc tous les cercles font des Courbes fem« 
blabics» • . . : i . 

Soit y^ = rfx Subftituant -i à la place dey, &^ 

à la place de x , on a ^ = — ^ , ou ^* = « tf /> , équa-* 

tion à une paraoolé , dont le paramètre =z n a ; doûc 
toutes les paraboles vulgaires font des Courbes femblablcs, 
RursATisiut. Quoique nous ayons die que le nombre 

Tçmc II. K 
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des Jimenfions dans chaque terme d'ane équation à anc 
Courbe , doit être partout le même » néanmoins il peut 
fe faire qu'il paroifle différent. Par exemple» fions avons 
trouvé que T équation à la pat aboie étant a x = y^ , 
Féquation k coûtes lesCoutbes femblables étoit q^ = nétp / 
et le fécond terme paroh avoir trois dimenfions , undis 
que le premier n'en a. que deux. Cela vient de ce que 
la lettre n défigne un nombre & non une ligue. S'il arrive 
que le nombre des dimeniîons d'ua terme loit trop petit ^ 
il faudra ruppofer ce terme multiplié autant de fois qu'il 
fera néctflairc par une ligne qu'on fera = 1. Si le nom- 
bre des dimen(ions eft trop grande on fuppofera ce terme 
flivifé autant de fois qu'il eft nécefTaire par la ligne :=:i^ 
ou bien on fuppofera qu'une ou plufieurs lettres repcéfènteot 
des nombres. 

Des interférions des Lignes algébriques. 

8 5* Si une ligne droite an (fig* 49 ) coupe une 
Courbe dmn aux points m & /2 , il eft vifible qu'ea 
prenant a g pour Taxe , 6c a pour 1 origine des 
abfcifles , les ordonnées pnij qn qui répondent 
aux points d*incerfeâion font communes à là ligtiq 
a m fc à la Courbe dn» Soit la Courbe dmn uiie 
parabole , dont le paramètre = /? , faifons ap:zzx^ 
â.d =: a y Ôc par conféquent <//? = ;r — • « ; or 
l'équation à la parabole donne p X dp =5 y^ j 
donc p.(x -*- a) = y^. Soit le cofinus de l'angle 
m ap i fon finus , comme i : n , on aura i : n 

::mp : pm:: aqiqn y ou i : nllx ly^sz — 

9s=:n^^ doftc y^'ssut /2* x\ Subftituant cette valeur 
Hans l'équacion à la parabole on a p.{x'^ a)s=s 

r^ AT* , ou /2* x^ '^px =— a.p ;o\xx^ .^ tl ^ 
2^=*— î — -^—>& en prenant les racines, ;c——î 
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II eft évident que l^s deiuc valejats de x indiquent 
les abfcifles aq ^ ap ^ correfpondantes aux ordon^. 
nées coxnmuui^s à la lignô droite an ôciU. pzt^f 
bole >- d'où ïon poqrcok conclure , fi oit ne 1# 
ïavoic d'ailleurs ^ qu*une Ugne droite ne peut çouy- 
per une parabole qu'en deux points. Si./>*^4 a^p, n^^ 
ou fi/7 < 4 ^, /2^ , les deux valeurs die ^ ccant imaT 
ginaires , font voir q^ ^^ %^^ ^ ^ ^ P^^it ^ou-^ 
jper la parabole. Si /? s=» 4 ^ /i^ , les racines dé 
l'équation ïe.ront égales , & les points m iSc n £6 4^ 

confondant > la ligne a n iêra une tangente de b 
jparabole^ 

Si deux Courbes a m ^ bm (fig, ^o) » àyanÉ 
la même origine a 8c le même axe ap des x y {q 
coupent Qnm y il eâ: vifible qu a la mcrrm abfciflè 
ap il répondra une ordonnée codimun^ p m* Soie 
itf //z ^ une parabole dont le paramètre zs: p , &c 
idont Taxe ad foit perpendiculaire fur a/?^ Pal: 
la nature de 1^ parabole , en fuppofaut ag^^p m 
x=.y , ap zzLX x= g^/72 j on à X* c= ^y* Soit li 
Courbe b mn une hyperbole équilatere , dont le 
demi-aie ab zsn a^ f=sz a^ Par la nature de cette 
Courbe a:* -^ a* = j/* J or l'équation à la parabole 

donne /?^ =ï= ^* ^ ou^ = — & ^* = •^. Subfti^ 
tuant cette valeur dans 1 équation à Thyperbole^ 

ion a X* -^ <2* = ~r i 011 X^ csB p* x^ '^^p^ û* ^ 

x^ --^p^ X* = — ^* tf *i Completjtapt te premier. 
tnen»bre > ^ prenant enfiiite hs racines » il vient 

jr*-i^ == H:: f v^(/>^ — 4aV*)5 ou x^ « 

Ri 
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f*± Vip* — 4^'pn 



Se enfin x 



fi ;?* > 4^* , les quatre racines font réelles & font 
voir que la parabole coupe la branche bmn ^n 
deux points môc n ^ & la branche fi N M en deux 
points M & N. Si p* < 4^,* , ou fi /? < z ^ , les 
quatre ratines font imaginaires , & dans ce cas la 
parabole ne rencontre jamais Thyperbole; Si p =: 

a tf , il vient x = ^ Ir f v ■ ^ j donc il j 

aura deux racines pofitivses égales^ & les points m Sert 
fe confondant , les deux Courbes le toucheront en m» 
De plus y à caufe de deux racines négatives égales , 
les points N & M fe confondront , de forte que la pa- 
rabole touchera encore la branche B M enNou en M; 
car dans ce cas les deux points M & N f e confondent. 
i6. On peut conclure de ce que nous venons de 
dire , qu'une Courbe , dont Téquation contient y 
feulement linéaire ( c*eft-àrdire , la première puiî- 
fance dey ) , étant combinée avec une autre Courbe 

3uelcouque dans Péquation de laquelle j" a plufieurs 
imenfions , donnera autant d'interfeâions (on fup- 
pofe que ces Courbes ont lé même axe & la même 
origine des abfciflès & les ordonnées parallèles J 
que l'équation qui refaite après l'élimination dey, 
contient des racines réelles. 

Soit l'équation p + qy =z o , & l'équation P + 
Qy -t- Ky^ . . . . + ty"^ = o (A). Les quantités p^ 
Çj P , Q, R , &c, font des fondions de ;e , ou 
des confiantes. Il eft vifible que toute valeur réelle 
de X donne une valeur réelle dey dans Téquatiou 

P+qy^Of ouj^ = — -j donc fi l'on mbftirue 
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cette valeur de y dans l'équarion A , il en réfultera 
une équation en x , dont les racines réelles indique- 
ront un égal nombre d'interfeûions réelles. En effet 
puifqu aux points d'interfeftion les ordonnées de« 
deux Courbes font égales , l'ordonnée de la première 
Courbe fera égale à l'ordonnée de la féconde courbe; 
niais l'ordonnée de la première Courbe eft toujours 
réelle pour chaque valeut réelle de x -, donc aux points 
d'interfedion indiqués par les racines réelles de l'é- 
quation en X , l'ordonnée de la féconde Courbe ne 
peut être imaginaire : c'eft-à-dire , que les points d*în- 
terfedion feront réels Se non imaginaires ; autre- 
^nent un j réel de la première équation feroit égal i 
un y imaginaire de la féconde , ce qui eft abfurde. 
87. Mais on ne peut pas dire la même chofe 
d'une équation p -^qy -^-ry^ = o ( B ) qui con- 
tient le quatre de y r car cette équation peut être 
telle qu'en fubftituant une certaine valeur de x dans 
les quantités /> , ^ , r ( fi une de çts quantités ne 
contenpit point x , on ne pourroit faire aucune 
fttbftitution pour celle-là ) , Inéquation qui en réful- 
tera donnera deux y imaginaires \ donc en fubfti- 
tuant dans l'équation A les valeurs de y tirées de 
l'équation B , il pourra arriver que les deux y égaux , 
qui dans les deux Courbes répondent à la même 
abfciflè réelle , foient imaginaires ; parce que deux 
quantités imaginaires peuvent être égales entr'elles , 
auiC-bien que deux quantités réelles \ donc dans ce 
cas à une valeur réelle de x il répondra une inter- 
fedion imaginaire. Mais fi en éliminant les puif- 
fances de y au-deflus de la première , on peut par- 
venir à deux équations qui n'ayant aucun fafteut 
commun , contiennent chacune j^ feulemeîit linéaire, 
il ne pourra jamais arriver que les y égaux ioienc 



xéx Cova$ ni Mathimatiqu^s. 



imaginaires. Si Ton ne peat parvenir à une tello 
équarion , on ne fera pas sûr d'avoir autant d'in- 
lerfeâions réelles que Té^uatipn en x aura dç's taiàrt 
pes réelles. / 

Soit la ligne du troifieme ordre refNréfenrée paF 
l*équation^^ -^ ^ a^* + * a^y — 6ajr^ =o(F). 
A chaq|ue abfcille réelle de cette Courbe il répond 
au moins un$ ordonné^ r^Ue> ^ même croisi 



a ^- 



il Af < ^ V/I. Si on combine cetcç Courbe avec la 

Earabole de l'^équation y i±x %ax^ en fubftitnaot 
i valeur â^y^f on aura laxy^^ 6a^x -f xa^y^ 

iax* ^o (H) i d\DÙ Ton tîre^ = -^ 



a tf* —H- 1 ax 



;p: 3 x^ Ms^îs parce que Téquation H eft divisible par 
y ^ f xsssOjûon fait la divifion , on aura i a^ -|* 
f a ;ir = o I qui ne contiendra plus de y ; or cettq 
dernière équation 4onn(^ x:cz'^a^ Il paroîf donc 
qu'pn deyroic avoir un point d^intçrfewon réeii# 
çorrefpondant ^ l'abfci0e réelle jr =s «^ a. Msûs la 
parabole de l'équaeioh y^ stu \ax n^^^ant aucune 
ordonnée réel 11; correfpondante aux abfciffes néga^ 
(ives , il eft vifible qu'il ne peut y avoir aucune 
interfeckion réelle correfpondante à rabfciflè j: =— ir, 
$i onfubftitue -r-â: à la place de x dans féquation ¥^ 
ellç devient j^^ ^ %ay 4- i a^y •*- 6a^ = o , oi| 
(y — } û) X Cy* + i û*) = o. Le faâteur^ -- j tf 
»=? o donne une ordonnée réelle j sas ^ ^ , le 
Jaûeur j* «-f- aa* =s o donne deux racines ima-* 

g'naires 7 == ^i|/(^ 1 a^y Dans la parabole en 
ppofant Af = -^r. <î ^ on a jy* = -rr 2 a^ âc j = +; 
y/( — T* 1 a^)\ donc dans les deux Courbes les deu3Ç 
iracines, corfefpondantes à t'abfcifle x^:z^a ^ A>ni 
ég^l« * imaginêirçs* tç Mwr jr — 5 ^T =;« Q4 
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donne yvssjx. Subfticaant cetttv^€\^ d^y 4^n$ 
l'équation à la parabole y^ z=: lax^ ou y* '^ia:ç 
= o » il vient j x* -s^ a^ ^ saas o , d'où Von çirc 



ta 



X ss o Se X z=, — : ilya donc deux interférions 

9 
réelles , Tune correfpondante à r^bTcifie xs^^ ^ 

l'autre à rabfcifTe x = — w 

Nous avons trouvé, des interférions imagin^^ 
quoiqu en éliminaat nous fuïïîons parvenus à Téqua* 
^,ifc^|0n laxy -^ 6a^x^ 2.a^y -^ 6ax^ zso ^ dans 
^^llquelle on troumj^ ieulement linéaire. Cela vient 
de ce que cette ^uation ayant pour divifçur y -t* 
^x = o , après la diviiion on trouve Téquation 
X a* ^ lax =zo y qixi ne renferme pl^s y ; de 
ibrte que c'eft la noeme chofe que (\y i^t p^uvoit 
être exprimé par une fonâkion rationnelle d? x i 
ainfi toutes les fois qu*on parvient i une équatiofi 
qui renfermant y feulen^ent linéaire eft réibluble 
en pluCeurs faâeurs , il faut examiner féparémeqc 
chaque faveur , parce que Tun des f;aâeurs peut 
donner des interférions réelles y tandis qu'un autre 
en donne d'imaginaires» 

Si Ion fuppofe qu'en éliminant on foît pacvenu à 
CCS deux équations {y '— ^x )» (x^ -f- 4^) sb o , 

" O *+" ^ ^) • C^** •+" ^) •(•^ -~tf) =s o » qui ont un 
fadeur commun x^-Âr d =iO ,' ce fadeur pourra 
donner des interférions imaginaires \ ainu qu'il 
fuit de ce que nous venons de dire. Mais u au 
contraire on parvient aux équation^ (jK — tfx)x 
(gx^ +*0 ='0,(y + ^A:).jf''-fcx-^tf = o>quoa 
fuppofe n'avoir aucun divifeur commun , il n'eft pas 
poiubleque deux^ égaux foient imaginaires ^ car ils 
|ie^ pourraient être de^ quantités imaginaires égales. ^ 

R 4 
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qu i caufe d*an divifeur égal qui fe crouveroit dans^ 
ces équations ; or ces équations n*ont aucun divifeur 
commun par fuppofition ; donc &c. s'il arrive aa 
contraire ou ^u on ne paille parvenir à deux équa- 
tions qui contiennent^ feulement linéaire , ou que 
ces équations quoique contenant j feulement linéaire 
aient un divifeur commua (qui ne foit pas une quai»- 
tité confiante) , on ne fera pas a(Iuré d*avoir autant 
d'interfeâions réelles que Téquation en x aura des 
racines réelles. « 

88. Quoique dans TAlgebre nous ayons ^^pliqQfl/ 
la méthode d'éliminer les inc«i^g^es d'tme équaS^ ' 
tion, cependant pour que le Lecteur ne foit pas 
esibarralfé, nous allons faire voir , par un exemple-» 
comment on peut s'y prendre pour parvenir à deux 
équations qui foiént du premier degré par rapport 
i l'inconnue y. 

l* P + ^y + ry* =^ <^ 

II. a -f- h y -f- cy^ zz o 

III. ra-^p cy'^{rb — q c).y^ = o 

ly r'a'^p.(rlf^qc).y+[qqc^qrb--prc\.y'^=0 
' r* a — ^ (r b — ^ ^)- J'+ ^y^ = o 
pm^r^ a + [qm+pr.{ri'^qc].y = a 
• jH-/î> = o 
VI. pn + (qn^r s). y zs o. 

Je prends deux équations dans Tune defquelles ^ 
y eft élevé à la féconde puiflance , Tautre conte- 
nant la cjuatrieme puiflTance de la même inconnue 
y. Multipliant la première par cy^ , je la retranche 
de la féconde multipliée par r ( on en ufe ainfi. afin 
'que y^ fe trouve dans les deux équations avec des 
coefficients égaux ) , ij en réfulte la troifieme équa- 
tion. De iar troifieme équation multipliée j>ar r , [e 
«tranche la première multipliée par (r ^ — ^ c).y 
pour avoir la quatrième , qui deviendra plus fimplç 
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en fuppofant que le multiplicateur àey^ eft =i: m. 
De la première multipliée par m , je retranche la 
quatrième multipliée par r pour avoir la cinquième , 
qui deviendra plus fimple en faifant/? /tz— r^ azzs 
Se qm ^ pr.{rb — qc) = n. De la première 
multipliée par n , je retranche la cinquième mul- 
tipliée par ry pour avoir enfin la fixieme. Si dans la 
cinquième équation /z eft = o , on aura aullî j = o. 
L'équation j = o détermine toutes les valeurs 
réelles de x. Si on fubftitue ces valeurs dans la 
première pu dans la quatrième équation , y fera 
donné par une équation du fécond degré , & par 
conféquent il pourra être imaginaire. Dans ce cas 
Téquation en x peut avoir plus de racines réelles 
quil n'y a d'interfeftions réelles. Si l'on n'a pas 
72 = o , examinez fi les cinquième & fixieme équa- 
tions ont un divifeur commun j fi elles en ont un , 
à caufe que la valeur de x qui réfiilté de ce fa£teur 
égalé à o , doit être mife dans une équation du 
fécond degré par rapport à y , il en pourra réfiilter 
des valeurs imaginaires de j. Si cqs équations pi'ont 
aucun fadeur commun , il y aura autant d'inter- 
feftions réelles que l'équation en x contiendra de 
racines réelles. ' 

Ce qu'on vient de dire par rapport à une équa- 
tion qui renferme j*, doit s'entendre des équations 
qui renferment j^ =^* Xy , ^"^ ; jS &c. & quand 
on fait ufage des Courbes de ces équations pour 
avoir le nombre d'interfeârions réelles , il faut voir 
fi en éliminant on ne peut pas parvenir à deux #». 
équations qui n'aient aucun divifeur commun , & 
qui contiennent y feulement linéaire. Si cela n'ar- 
rive pas , on ne peut pas afTurer que le nombre 
des interfedions réelles foit égal au nombre des 
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facines réelles , que contient l'équation en x. 
Cependant (i l'on eft sûr qu'une des équations 
qui contient J^ , ^'S >'S &c. a toi^tes les ordon^ 
nées correfpondantes à une abfciâe quekonquje 
réelles , ce qui peut arriver quelquefois , il eft inutiie 
de recourir à la marque dont nous venons de par« 
1er : car tous les y de cette Courbe étant réels , il 
n*eft pas poÎTible qu'en les égalant à ceux d'un^ 
•utre Courbe ils deviennent imagmaires^ donc 
dans ce cas le nombre des points réels d'in^erfec^ 
lion fera déterminé par les racines réelles de Vé^ 
quation en x » réfuUante de réliminaiion de y. 

J)< la confiruUion Géométrique des Problèmes Se 

des Equations^ 

85^ Pour appliquer TAl^bre à la folution d» 
Troblêmes Géométriques , il faut d'abord expri«« 
mer par des lettres les lignes inconnues & lesi 
connues. On exprimera les lignes connues par les 
premières lettres de l'alphabet , & les "mconnues 
par les dernières. On peut parvenir enfuite aux 
/équations que l'on tire de la nature du Problème. 
Pour cela on a befoin quelquefois de beaucoup d'arc 
te de ceaaines préparations , comme , par exemple,, 
de mener des parallèles , de cirer des perpendicu^ 
laires» de faire cer^fûns angles > de décrire des cercles^ 
Au refte la propriété des triangles femblabbs , donr 
ïts cotés homologues font proportionnels , la pro- 
priété du triangle reâxingte dans lequel le quarré 
de rhypothénufe eft égal à la fomme des quarrés 
des autres cotés , les angles conftants font d^in 
ruès-grand fecours dans les queftions géométriques^ 
Les. équations étant trouvées & réfblues^ U xalfôtf 
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dçs inconnues fera exprimée par 4qs connues. Mais 
Cela ne ^ffic pas pour la folurion » lorfqu'il s'agic 
4*un Proolème géométrique ^ il faut encore quo 
cette valeur foit exprimée en ngnes , qu en d'autre^ 
quantités géoméiriqui^^. 

. Pour ce qui regarde les équations du premier 
degré ^ on fait que la v^Ienr de l'inconnue fe trouve 
ar ^addition , multiplication, fouftraftion , divi- 
îon des termes. De même la valeur géométrique 
de l'inconnue fe trouve par addition , louftraétion , 
multiplication , diviâon des lignes , ou tout au plu$ 
par le moyen d'une troifièxM ou quatrième pro^ 
portionnelle. Suppofons , par exemple, qu'on pro« 

rife ce problème , quelle eft la ligne x qui eft égale 
la fomme des lignes a^ Sçc moins la ligne i ? Il 
eft évident que l'on aura atctci^c — A ; donc fi 
de la ligne a +c on retranche '^^ le refte donnera 

la valeur de x^ Sr^ ss-^, faites ç i a y, i i jf 

ç 

«a* -Ar , c'eft-à-dtre , que la ligne x eft quatrième 

proportionnelle aux lignes c , a ^b ; or nous avoni 
vu en Géométrie comment on pouvoir trouver une 
quatrième proportionnelle 4 trois lignes \ donc il 
eft aifé d'avoir la valeur de at. Si l'on avoir b x 

il* 

t= fl* , l'on trouveroi? , en divifanr par * , a: s= «^ ; 

ddnc b^nV^ a \ xi=:,*^y c'eft-à-^ire , que la lign^ 

» 

cherchée eft troiÇeme proportionnelle aux lignes 
^& û; or il eft facile (voyez la Géométrie ) d'avoir 
une troifieme proportionnelle à deux lignes. Si 

y g= : ■> on aura «— ^rf; a-^^:; tf 'f ^ ;* 



x6i Covrs.de Mathématiques. 



-. -. SoitA: = — -t- — : 11 on fait — = f . 

h d 

— = g y on aura X0= /+ g ; or / eft quatrième 

proportionnelle aux lignes c ^ a^ b &c g quatrième 

f proportionne lie aux lignes n y b y d ; donc il eft 
acile d'avoir f Se g y Se par conféquent x. 

a b -4— c d 

Soit X == i , on demande la valeur 

de X. Pour refoudre ce Problème , tout eonfifte , 
comme on peut le conclure des exemples ci-deffiis , 
à réfoudre le numérateur en deux fadeurs lihéaires , 
afin de n'avoir qu'à chercher une quatrième pro- 
portionnelle. Pour cela il fuffit de changer le pre- 
mier terme ab àa numérateur en un autre > dans 
lequel il fe trouve une des lettres du fécond terme 
€d y par exemple , c ; or pour cela il n'y a qu'à 
faire c : a :: b i f y c'èft-à-dire, prendre /qua- 
trième proportionnelle aux lignes Cy a, i y ce qui 

donne cf ^=^ ab Se x z=z-^ — ; — ;doncm4-/2^ 

> , fc-^-cd ab-+^cd 

f^d::c:x=^ ^ 



Soit, x ==: -— ^. Cette fraftion eft égale au 
produit des quantités L^ ^ ~ ^ en divifanc ce 

f d 

produit par m ; donc fi l'on fait ~ = /; « 
— = ^ , on aura a: = — ; donc m : qll pix 

9= —, ^i X =1 — , faites b:a :: a i j =nj 

donc û* :=^b n Se x :=i -2 , ou c : /i -f- i :t 



\ 
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bn-^-bb abc — à^f 

t: X sz . Soie X = -p- ^. Faites fi^/ 

gf 

^=^ap y en faifant ai gll fi^—^ p y d'où l'oa 

tire ^/ = a p. Paites de même hkzn aq , mnz=L 

abc — i^tfi? bc — dp 

ar y vous aurez a: = — . ' s=5 "^ , 

a q -f- tf r ^ 'ir'' 

Faites encore dpznb s^&c vous aurez x = ; 

donc ^ -+- r : A ; ; c — j : AT. 

Si 1 on avoit x = , on ne pourroit trouver 

rn 

la valeur de a: qu'en fuppofant qu'une des lettres 
'<lu numérateui:. repréfente un nombre & non une 
ligne. Car fi toutes les lettres du numérateur font 
des lignes, le numérateur repréfentera un folide 
qui , diTÎfé par une ligne , tioit donner une fur- 
face & non une ligne *• 

90. Venons aux éqiiiitions du fécond degré. Soit 
*• = ^f ^ ^) , en élevant tout au quatre l'on a a:* = 
ab ; donc a \ x il x \ b ^ c'eft-a-dire , que pour 
avoir AT il faut prendre une moyenne proportion- 
nelle entre les lignes û & b; or nous, avons appris 
en Géométrie à trouver une moyenne proportion- 
nelle entre deux lignes données. Soit .r = |/(d^+^*)> 
prenei deux lignes ab^=ia ^ ic:f=^(fig, ^\) per- 
.pendiculaires l'une à l'autre & tirez <:a , le trian- 
gle redangle abc donne ( ^ c )* = x* == a' •+ b^ ; 
donc X = j/ C û* -+^ ^* ) j c'eft-à-dire , que x eft 

* En effet un. folide refaite de la multiplication de trois 
lignes les unes par les autres ; donc fi on divife un tel pvo- 
liuic par une ligne , le quotient fera le produit de deux 
^Itgnes & par coafçquent une furface» 
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rhypochénixfe d'un tciangle reâanglé, donc les cotés 
ibnc a Se hk 

Soie X sa V fc*"-a*)4 Sur le diamètre ai «= r, 
décrivez un demi -cercle act (fîg. 5 1) , & du point t 
comme centre & de l*intervalle cb = a ^ dccrive:^ 
un petit arc qui coupe le demi-cercle en c , tirez a c 
Se vous aurez xsss ac sss|/(i:* — *. ^ *). En effet , 
le triangle ac b ^ reâiangle en c ; donc à = 
(cbY-^ {caY&c {cay kc^-^a'-y donc casz 

C'eft à ces troi^ formules générales qu'il faut 
rapporter toutes les racines quarrées par les mé-^ 
chodes ci-deffusà 

Soit X = 1/^ (-r- -+- cdj. Faites -- s== /, 



ou b i a II tfi/=-r-, & vous aurez x =s 

V^(^/-+" ^''). Faites cd rs fg pour avoir x = 
V{a /+ / g) ^\/{fé(a '^ g)) 'y donc x eft moyenne 
proportionnelle entre f Sc^'-+' g y ce qui fe rap-^- 
porre à la première formule. Soit x±z\/{a^ ^ h c)m 
Faites b i n Zl n : c , ou ^ c 2= /2* , & vous aureïs 
X = |/(tf*-f-.,;i*) j donc X eft Thypothénufe d'un 
triangle reâran^lef , dont les côtés font a Se m 

Soit ;c = V(û* -f- i^* ^ c* — /2*). Faifant a* -4- A* 
ziif^ Se c^ + n* =zg^'' pour avoir x = V (/* — ^)> 
qui fe rapporte à la troilîeme formule générale. Soit 
AT =9= V' [a* -H V (3^ + c^) ]. Faifons ^ = c/, poitf 
avoir V{ *^ + c^) = i/( c Y" + c^ ) = f v^ (/ * + c^)* 
Faifant encore V ( /* + ^* ) = ^> ^^oos trouverons 

en faifant cg =z t? \ or nous favons conftruit/Bf 

9 1 • PaUbns maintenant aux é^iiafipn^ qui cetkr 



\ 
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Fermant deux inconnues x 8c y^ On appelle /Ua 
géométrique d*unc équation indéterminét j qui con^ 
tient deux inconnues x & y ^ une ligne droite ou 
courbe 3 domt le rapport des coordonnées eft expri^ 
mé par cette équation. Si Ion prend la ligne mn 
( fig. 5 } ) pour Taxe des a: , & qu'on appelle les 
lignes/?/, sdjsky &c« (y) 5 les j^ pofirifs étant fîtuci 
à la gauche , & les négatifs à la droite de la ligne mn^ 
la ligne dq fera le lieu des ordonnées pofitives cor»' 
refpondantes à la partie ^ 72 de l'axe des abfciflès , & 
des ordonnées négatives cor refpondantes à la partie 
cm. De même la ligne indéfinie h k fera le lieu des 
ordonnées négatives correfporidantes i en 6c des or- 
données pofitives correfpondantes à. c m ; de forte 
que les lignes dq^hk feront le lieu des y pofitifs &c 
négatifs de l'équation générale du premier degré 

m n -4— m X • \ /i • 

y zz ■*■ que nous avons appris a conftruire 

(6). Si AT =: o'^ le lieu cherché fera une ligne 
parallèle à l'axe des abfciflès > & fi j = o , le lieu 
des X fera une ligné parallèle à l'axe des ordon- 
nées. Comme nous avons fuffifamment expliqué 
tout cela (6) , il feroit inutile de nous y arrêter ici, 
92. Lorfqù'on a deux équations géométri- 
ques du premier degré à deux inconnues , on peut 
déterminer en lignes finies la valeur de ces incon- 
nues, lorfque cette vaieu[r eft finie. Pour le faire 

voir , foient les deux équations y = — 



n • 



.Cherchons d'abord le lieu de chaque 

équation. Suppofant quele points eft l'origine des at, 
prenons a c c=r b , cp = n , tirons pf= cl , fai- 
fant un angle quelconque p avec mn , menons la 
ligne df qSc tirons n q parallèle à pf; les triangles 
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femblables cpf^ cnq donneront cp \ pf \\ en 

— ~- — : donc la ligne cq fera le lieu de la 
n 

première équation , & les abfcidès feront a n j 
&. les ordonnées n q. Cherchons maintenant le lieu 
de la féconde équation , en prenant toujours le 
point a pour l'origine des x. Soit agz=, d y gt=zm» 
Menons t r parallèle i nq &c x=Cj & tirons Tin- 
définie gr. Les triangles femblables grt , gob 
donnent^r : crllgb : bo ; or gt^m, tr = c^ 
gb^zab-^ag^^x-^dy Scbo eft Tordonnéey 
de la féconde équation j donc m : c il x ^-^ di 

■' ^ ^=y i donc la ligne ^ r eft le lieu de la 

féconde équation. Maintenant fi la ligne gr coupe 
la ligne cq y en quelque point q , l'ordonnée qn 
fera commune aux lieux des deux équations don- 
nées ; donc n q fera déterminée par la renconixe 
des deux lignes c q y gr. Il en fera de même de x 
qui fera z=: an ; ainfi par le moyen des deux équa- 
tions du premier degré , on pourra détermmer la 
valeur géométrique dès inconnues^ & x. 

Pour faire mieux comprendre cette conftru&ion, 
il eft bon de faire quelques remarques. Si la raifon 
de /2 : â eft égale à celle de m : c j on aura dans 
les triangles cpfy gtty on aura, dis- je yCpipfH 
gt : tr ; ot Iqs angles eii f & r font égaux à caufe 
des. parallèles tfj tr; ainfi ces triangles ont deux 
côtés proportionnels adjacents à un angle égal de 
part & d'autre , ce qui (voyez la Géométrie "^ les rend 
femblables ; pir conféquent les angles en c 6c g fe- 
ront égaux, & les lignes c by g r parallèles j donc ces 
lignes ne fe rencontrant jamais , on ne pourra pas 

déterininer 
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tJétenmner les lignçs x 8c y , qui , patce que le 
point 9 peut être regardé comme infiniment éloigné , 
â caufe que deux parallèles peuvent être cenlees ie 
rencontrer à l'infini, pourront être regardées comme 
infinies *• Si les raifons n i a ^ m : c ùe font pàâ 
égales , . les lieux fe i^ncontreront à la vérité ert 
quelque point q , mais il faut examiner fi l'angle 
tgr ed plus petit ou plus grand que l'angle /?c/I 
Dans le fécond cas le point de concours q fera du 
côté de 6 , ainfi que le reoréfente la figure. Mais 
dans le premier cas le pomt q fera du côté de d^ 
SAious fuppofons bz=:d^ oh aura )k: ±i A &^ = 0. 
£n effet dans ce cas les points nôc q tomberont fur 
le point c ; or au point c, x =z an eà=z ac =2 A *& 
/2 j = j s: o> C*eft auflî ce que l'analyfe démon- 
tre i car puifqué les valeurs de y doivent être égales 
♦ . ax — ah tx — cb a 

iiu points , on aura = — -*• , ou - X 

n m n 

= o ^ donc au moins l'un ou l'autre des faâreurs dti 
premier membre doit être = o ; mais ce n'eft pas lé 
premier, parce que les quantités qui le compofent 
peuvent être prifes arbitrairement j donc at— A »= o. 



* Si l'on conçoit qae Tatigle rgî diminue de plus en plus ^ 
le point q s'éloignera toujours , & lorfque Tangle r g t ap- 
prochera beaucoup d erre égal à l'angle p cf , les lignes 
< ^ y S^ étant prefquc parallèles , fe joindront à unp dif- 
tance extrêmement grande, laquelle fera plu$ grande qu'au* 
CUDC diflance donnée , lorfque les deux angles , dont noud 
venons de parler, différeront d'ilne quantité plus pecire 
qu'aucune quantité donnée 5 ainfi lorfque ces angles ietonc 
égaux , la diftance fera ceaféc infinie. 

Tome IL S 
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ou X =: b. Maintenant (î dans les équations y wes 
, y s= ■ , nous lubitituons t au 



n, m 



lieu de x , nous fouvenant qu'ici rf = J , on trou- 
vera par-tout j = o. II n'eft pas difficile de voir ce 
qui arriveroit (i c étoit = o , ou négatif. Enfin puif^ 
que deux lignes droites ne peuvent fe couper qu'en 
un point ^ , il eft vifibie que les lieux dq ^ gr riQ 
peuvent donner qu'une feule valeur de a: &" de y. 

JDe la réfolutlon des Equations déterminées du. 

fécond degré. 

93. Avant d'entrer en matière , il fera bon cfe 
remarquer que l'équatio^ d'un cercle, dont le rayon 
= r, efl j* =r* — ** , ouj* -f- j;*=è r*. Cela 
pofé , prenons l'équation générale du feconc^de*- 
gré x^ -^^ c X z=i a b ^ on peut toujours iui donner 
cette forme en délivrant le premier terme de {on 
coefficient & faifant paffer toutes les quantités qui 
ne contiennent pas x dans le fécond membre. Si 
vous multipliez cette équation par wl" -^^ n^ ^ vous 
aurez 772^ a:^ -f- /i* x^ -|-(/w*-i-/ï^). cAr=z(/n^4- «*) x 

^^(Q)« Faifons enfuite tz a: + ' iss 

tny {V), ou j =r -•. X + ^ i- ; cette 

équation eft évidemment un lieu du premier degré* 
Quarrant les deux membres de l'équation P & 
tranfpofant , on a /z^a:* -+- C^z* -+- «* ).cAr*3e 



^ y 1 • C • Subftituant le fécond 

membre de cette équation dans l'équation Q , à 
la place du premier qui s'y trouve , nous aurons 
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ou tranfpofaflt & divifant pat m* ^ a:* «+- ^* si 

1 • a p ( 6 ) j donc 



4 H* m^ . m' 

en multipliant & divifant Te dernier terme pat 

équation au cercle qui ^ oompâtée avec l'cquarion 
:k^+ *^=;^, donne r= Î!^. k^(c'+ i^V 

donc en décrivant un cercle ^gd(^{Bg. 54) avec 
le r^yon r que nous venons de trouver , on aura le 
lieu de la dernière équation , dont les abfciires ^ 
en les comptant du centre c , font cf^tsz x y & les 
ordonnées jg =y. 

Difpofons à préfeht le lieu de 1 équation y x=3 

•^ X -4- ( T ) , en lorte qae les x des 



deux lieux ayant la même origine , foient fitués 
fur la même ligne. Soit c a 2= & 

° 1 nn 

tirons cA perpendiculaire ivii bd &c telle que l'on ait 
772 : ni*, c a : c h ; menant la ligne^ A ^ q par les 

f* joints a Se h y on aura le lieu demandé qui coupfera 
e cercle en q &cg. Si des points g Se ^ on tire les 
ordonnées gf&i qp ^ les abfcilfes c/, cp feront, 
les racines de l'équation propofée. En effet , à caufe 
" qu'aux points ^ & ^ les y du cercle font égaux 
aux y de la ligne gq^ les x {cf y cp) doivent 
ctre les mêmes pour les deux lieux. De plus fi Ton 
prend la valeur de y dans Téquation T , & qu'on 

S 1 



j 
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fubftitue la valeur de fon quatre à la place de y^ dam 
réquation S, on trouvera Péquation Q, qui , en di- 
vifant par m* -+-/2% fe réduit à réquation propefée^ 
Si le point a tombe en dedans du cercle , J c- 
quation aura toujours deux racines réelles , parce 

3ue dans ce cas la ligne g q coupe le cercle en 
eux points , defquels fi on abaiflè des perpen- 
diculaires fur le diamètre , elles détermineront c/, 
cp , ou les AT de l'équation. Si le point a tombe 
hors du cercle , il peut arriver trois cas , ou ia 
droite û A coupera le cercle, ou elle le touchera, 
du bien elle ne le rencontrera point. Dans le pre- 
mier cas il y aura deux racines réelles-, dans te 
fécond ces deux racines feront égales , parce qu'alors 
les deux points de fcftion fe confondant , les deux x 
tombent Tune fur l'autre. Dans le troifieme cas , qui 
fuppofe c A > r = c A , les racines feront imaginaires. 

Solution de quelques Problêmes géométriques^ 

^4. P R O ^ L £ M V. Etant donnée une droite ah divifée 
en c , comme on le voudra , on demande de faire le pro^ 

longement hp (fig. sO^ ^^^ H^ ^« ^^^^^ ^ ^P fi'^^ ^i^ 
au reBarjgle ap X b p. Soit ab =: a ^ ch =z b , kp=x. 
•Pat la nature du Problème ap X bp:=(cp)^ ,. ou (,a^x).x 
£= ( ^ -f- ;c )* , oa x"- -^^ a X =: x^ -^ la b X -^ b^. 
Rccrauchant x^ de part & d'autre Se tranfpofant , il viciic 

b^ 

a X ^— zbx =z b^ 9 d'où Ton tire x = 7 ; donc 

a^"^ 2.0 

b* 

a — . zb : B :l b : x =r -. Ccft-à-dirc, que bp 

a —— 10 

cft troifieme proporiionnellc aux lignes a — 2^&^. Pour 
conftruire x^ prenez c d z=. b ^ pour avoir if J = tf — ib, 
des points c Ôi b menons les lignes parallèles cl^ b A, donc 
' la première foit ^=1 ad ^ la féconde =z cb , tirons lî , & 
par le point à menons lui la parallèle hp^ cette ligne 
flécerminer;^ la valeur cherchée d« '»> ËQ effet , les ctianglis 
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l cb m phh font évidemment femblables s donc cl i cb 

b^ 
z : hb : bp g oix a — ib : b : : S : 7 = x. Si 

^ <^ - , le point d tombera entre a èc c ^ 6c h conf- 

trudion précédente aura lieu. Si ^ = - , le point d tom- 
bera fur le point «, ce qui donne ad =: o. Donc auiïi 
cl fera =: o ^ le point / tombera fur le point c, Ib Ce ■ 

b^ 
confondra avec cb Se l'on aura x = — =oe. Enfin fi 

o 

^^. - , le point d tombera en-deçà de ^ , ad fen né* 

2* 

gatif , & Ton mènera cl du côté oppofé, hb étant toujours 
.£cuée de la même façon ^ donc hp parallèle k Ib , coupera 
ab prolongée s'il le faut, coupera, dis -je, ab en-deçà 
de ^ 

9j. Problème. Jnfirlrc un quatre fdpg dans un 
triangle bac { fig. 5 ^ ) < de manière que tun de fes càiés 
tombe fur la bafe de ce triangle, Suppofant la chofi: faite , 
du fommct a de l'angle (oppofé à la bafe abaiflez ah per- 
pendiculaire fur b c. Soit la bafe b c = a ^ ah zzz b, 
n$ zz. df:= d p zzz X. Les triangles femblables^ abh, 
fi a , donnent ah: at : : ab : âf. Les triangles fen&- 
blables afg , ab c donnent a b : af: : bc i f g-==. d^p^ 
donc a h : at :: b c : dp ^ ou b : b — - x :i a: x, alter^ 
-nando & componendo , b ~\^a : a: : b : x» 

Pour conftruire x , prenez hm :3=:bc & mnzz ah pour 
•avoir h n z=z a -|— b. Ayant tiré a /i, menez par le point 
m la ligne mt parallèle k na, cette ligne déterminera le 
point t de la perpendiculaire a A , par lequel menant fg 
parallèle à ^ ^ , vous aurez le cocé fg du quatre demande- 
En effet, à caufe des triangles^ fen^blabl es anh^mth, 
l'on a hn : m h :: ah : tk, ou b -|^ a : a : : b : x» 
Si l'angle ac b. cù. aigu , la conftruôion précédente a lieu ; 
j6 cet angle cft droit , le côté gp tombera for g C. Sii l'angle 
c eft obrus (fig. 57 ) on aura à la vérité un quarré/^^/?, 
mais non pas infcrit dans le triangle b ac, 

94. Problème. Etant donné (fig. ç 8 ) un cercle a en 
'Sfi un poiau b Jîtué hors de ce cercle , du centre p tirant ta. 

^ 5 



• 



■Mi 



178 Cours de Mathhmatiquis. 

ligne h p , rtneontrét en h par ia hgttt ^h ^ on demandé 
le point d , auquel du centre p ayant mené la lignt f d , 
on ait rinteraptéé de en raifon donnée avec la ligne b d, 
^k Soit la raifon donnée m : n. Par Le point p. roencx pm 

^ parallèle zbd 6c faites m : n :: p n : p m 8c menez ^ inr. Par 

c l'un des points 9 où h m rencontre le cercle , menez /7 cd 
le voas aurez deux points d ^ h cjut détermineront la ligne 
cherchée id ; car les triangles femblablcs pmc , hc d don* 
nent te : db : „ pc ^=^ pn : pm :;m:ji. Sim=:ii, ^c 
fera zz: d b ôc le point m tombera fur le point n. Si 6 m 
devient tangente , les paints ( 6c C , par lef^ueis on dok 
tirer la hgne pd y (t confondront , & dans ce cas le Pro« 
blénue n*aura qu'une foluci^n | c'éft à'^dire ^ qu'au feut pciiv 
d pourra réfoudre le Problème. 

57. Problème. Ayant divifi la ligne ah ( fîg. 5-5^ ) 
tn deux parties ac , b c ^ fur la plus grande a c décrive^ 
Mn triangle èquilatéral agc ^ faites la même ehofe fur la 
plus petite c b ^ & joignant les fommets de ces triangles par 
ta ligne gfd prolongée fufju^à la rencontre de. ab ^ du 
point d comme centre & de tintervaile d c décrivez un 
<ercle */ on demande de trouver dans la circonférence de ce 
cercle un point m tel qu^ ayant mené ma , mi ^ ton ait 
•ac : bc':: ma : mb. Cherchons d'abord le rajnon de 4e 
ce cercle. Les triangles ft mbiables £/ ^ g , dfc ^^ donnent 
* S * ^-^* ^" ^^ • cb : '. a dr: çd ^ & âhtiendo fi c -— 
<p : çb i; ac : cd ; donc fàîfant c a ^= a , ch = b, 

' ' 'i. va 

de sEsz r f on aura <* -»- & l A ; :^ a : / = =, Soie 

4—— p 

J>réfentement la perpendiculaire p mzz:y & rabfciflc cp=x^ 
'écjuation au cercle fera ir x -*- x^ =: y\ Mais par la 
propriété du triangle rc(ftangle amp ^ Ton a <2OT = 
V (y^ -hi^-h») )» & le triangle rcdlanglc mbp donne 
aufïi mb = ^ (y^ -+- (5 — a: )*) 5 donc par la nature du 
•Problème a: bi:^( y^-J^ (a + x)") ; / ( y^+ (b — «)*) 5 
doncî en cjuarrant, a^ : b"^ : : y^ —f- (a -t-:c)* : y^ -j" 
( b — y)*. Elçvant les Binômes au quatre , & fubftiruani 

]a valeur de j* prife de Téquation au cercle , en fe foa- 

■ « " ■ ■ — .... - ■ .1 ■ ■ ,11 ... ,■■ 

* On n'a décrit qu'une partie de la circonférence. 

*♦ Car les angles ga Cy fcbfom chacun de 60 degrés, 

f>arcc que les triangles auxquels ils appartie^Acat foneéqitt* 
âcéraux s donc ces angles font égaux. 
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Tcnanc qoc r = -r , on aura l'analogie tf * : P i-, 4^ 

141» -4- «» : ^1 — 1 ^ * -4- *^ ::tf* -4-- =;** 



■V. 



%b^ X 

7 ; donc alttrnando , invertendo , dîvidtndo & en- «^ 

corc invertendo • tf*: t ^ • ^-^^ • 1 » ^^ diviUnt Us 

conféquents par 1 , 6canc les frayions 8c divifant les 
ternies de la première raifon par a* ^ Se ceux de la féconde 
par i**, a — i: x:: a-^ b : x. Cette proportion , étant 
iiéccflaire , fait voir que c*eft un Théorème & non un Pro* 
blême ; c'e(l-à dire , que tous les points de la circonférence 
c m ont cette propriété. 

Corollaire. Donc de cous les points m de la cir*- 
conférence c m , on verra les lignes a c , cb (bas le même 
^ngle : car (1 Ton conçoit que du point m on ait tiré une 
ligne m c qui partage Tangle amb en deux également , 
on aura ( voyez la Géométrie ) a m : b m : : a c : cb ; 
donc la ligne me divife l'angle amb en deux également s 
donc, &c. 

58. Problème. Etant données trois droites ac ^ cb ^ 
h g fituèes fur la mime ligne ( fig 60 ) , on demande un 
-point m , duquel ces trois droites foient vues fous le même 
angle. Ayant joint les points f , f des triangles équila- 
téraux apc, cfb conftruits fur les deux premières lignes, 
du point d y ou la ligne pf rencontre ag , 6c dun rayon 
t=dc , décrivez le cercle cm. Du point k où la droite 
qui paffe par les fommets des triangles équilatéraux décrits 
fur les deux lignes bg Se c b , rencontre g a', décrivez le 
cercle b m avec le rayon k b. Par le Théorème précédent 
& fon Corollaire, les lignes aç ^ cb feront vues fous le 
même angle de tous les points de l'arc cmr^ à^ même tes 
lignes c^ , bg feront vues fous le même angle de tous les 
points de Tare bm ; donc du point de concours m de ces deux 
arcs , les trois lignes doivent être vues fous le même angle. 
Il cft évident qu'il doit y avoir un autre point en-def* 
fous it ag qui a 1^ même popriété. Si les cercles ne 

. S 4. 
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fe rencoocrcnt pas» le Problème eft impoflible* 

On peut quelquefois, fans en venir à une équation entre it 
6c y» trouver une folucion fort (impie d*uo Problérae qui parok 
d^abord alTez difficile , comme on va le faire voir dans le Pro< 
blême fuivanr. 

^5. Problème. Etant donné un cercle anBp(fig. 4i), une 
corde abt& deux points k & dfitués fur cette corde , trouver le 
A* poiru p fituéfur la circonférence , (toh tirant Us deux lignes 
fkn^pdm& joipiaut les deux points m , n par la ligne nm, 
on ait ta corde m n parallèle à la corde h a. Suppofons la cho(è 
faite , du point n je mete la tangente n B )ufqu a la ren- 
contre de la corde b a prolongée en B. L'angle V^np fait 
par une corde n^ & la tangente nB, eft;=n0zp> angle 
appuyé fur Tare nB p j or a caufe des pa.ralleles les angles 
nmp 9 kdp font correfpondantf &. par conféquenc égaux» 
Cela pofé les triangies pdk^ 6 n k qui ont les angles en k 
oppofés au fommet , & les angles en a & <^ égaux font 
femblables s donc Bk : pk :: nk : d k, ScBk x dkz:^ 
p k X uk. Mais lorfque deux cordes d'un cercle fe coupent , 
ks parties de l'une font réciproques aux parties de l'autre , 
ainu que nous l'avons vu dans la Géométrie ; donc p k 
Ocnk =:ak X ik ; donc Bk X d k:= a k x Bk ^ ainfi 
kd : a k : : B k : Bk, Prenant donc à volonté deux points 
k Se d Cut la corde donnée a b , on cherchera une qua- 
trième proportionnelle aux trois lignes dk^ ak ^ B k 8c 
)'oD aura le poinç B » duquel on mènera les tangentes Q n » N BL 
9c par le point nia corde nm, & le problême fera réfolu> le 

ëint N peut donner une féconde folution. 
€ la çor^ruclion des équations du Jccond dcgrd 

à deux inconnues. 
loo. De ce que nous avons die cî-dcffiis ( ii 
& ï ^ ) , il fuit que toute cquarion du fécond 
degré à deux inconnues * , exprime une Scclioa 

» " ' m ^ I I I I I . p m I 1 

^ Nous ne tegardojis pas. comme équations du fécond - 
degré , celles qui font divifibles en faé):eurs du premiec 
degré , telle eft l'équation a^ x^-{-% axyb -(- B^y^ = o » 
eu (49X -|- ky)X (ax -^-by) = o, telle eft encore 
l'équation AT y = q. Cç^ forces d'équations , qu'on peut 
réiuire au premier degré par la diviiiah^ ne vepr^ft^nccOI^ 

u'un alTemblage de Jignes dcoitcsi^ 



■»■*■■§ 
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Conique ou ne défigne aucune ligne poffible. Les 
équations aux Serions Coniques font 

y^ z=: -^^ a X . , , à la Parabole , les x font 

pofitifs pour le figne +j & 
négatifs pour le ligne — . 

; a la Parabole , les x étant 
pris fur la tangente. 



** 


=3 -+- ay . : 


y 


= ^.(À»-*»). 


y' 


= p.Cz3Ar-;.») 


y 





a TEUipfe , dont les demi- ^ 

diamètres font b &cc ^ iC «• 

l'origine des x au centre. 

à l'ElIipfe , en comptant 
les X du fommet du dia*- 
mètre. 



, aux Diamètres conjugués 
égaux de TEllipfe ,fî ran- 
*■ gle des coordonnées eft 

oblique, & au Cercle, fi 
cet angle eft droit, 

2 ^* / /» în'^ • à l'Ellipfe , les x étant 
l,x \ ( pris lur la tangente qui 

a:* =: f! . f . bv^v^) \ ï!^^^^ P^^ l'extrémité du 
^^ ^ j J / A diamètre ib. 



/ 



^2 _ ^ / ,, •;,2 f • . au Cercle , ou aux Dîa- 
•^ "^ mètres conjugues égaux 

de l'Ellipfe , félon que 
l'angle des' coordonnées 
çft droit ou oblique. 



I?' 



^a^ S à l'Hyperbole rapportée 

y* = !;• (i bx + AT* ) \ au diamètre x b. 



,^ T"" " 

Xit COWHS »B MATHBMATKiVBS. 



^■" 



y z=. -^. (a:* + c*) • . à l'Hypçrbole par lapporr 
^ au fécond diamètre 2.c* 

(Voy . Sedlions Coniques, 
eoroll.-lI,n^ 51). 

.** = p- (>* — ** )| . à l'Hyperbole les abfcifl&s 

^ y* =: 1^» ( ** — z * ;p ) Porigîne- àes Abfciflei 

9 ' ^^ " étant fuppofée au fom- 

met de l^Hypefbole op- 

pofée« 

jr' zz-^^ (y^ — • z i^ ) en prenant dans ce même 

cas les X fur la tangente^ 

yx^c*. . • . . à l'Hyperbole par rapport 

à fes afymptotes. 

Nous allons expofer la méthode de rapporter 
les équations du fécond degré à quelqu'une des for- 
mules précédentes , ce qui fouvent exige de comr 
pléter le pterpïet membre de l'équation* 

101. Exemple I. Eiant donné l'angle des coor* 
données , on propofe de conjlruire l'équation a x-^ 
ah =zy\ A, caufe de a jp + ab:=:aX (x + ^), faitei 
AT -i- ^ == :f ; donc , en fpbftituant ^ ^ :f «= y^, 
équation à la parabole. Sur le diamètre a m (fig. 6z) 
avec le paramètre = ^ , décrivez la parabole can ^ 
dont Us coordonnées ap ^ pc fafïènt entrelles 
l'angle donné , ap fera= \Sc cp = y ; mais 
X z= :j — . ^ ,; donc pteuant ad ^=.b y les dp fe- 
ront = AT = :{ — h. Ainft le point d fera rorigine 
des X qui feront pofipifc du côté de in > *c aégâtiffc 
^M côte de a. Si Téquatlon avoit été ^x r- ^ ^ =J^% 
ou auroit fait or — ; b ^\^ &i par coniéqueBt 
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X =^ + ^ j donc prenant ag f=s i ^ hs x corn- 
menceroient en ^. 

102 Exemple IL On propofe Je conjiruirc 
V équation x y -f- a x s= a* — * ay. Faites .d*abor<l 
^ + a==:f3 o\iy ziL-^-^ a pour avoir :( ^ ==: xa^ 
•— fi !{ , ou en trahfpofant j | a; -+- ^ :j 3s= z û *• 
f aite§ çnfuite x ^^ a 0= /? , vous aurez % p s=s 
a^* =^ c* » en faifant ,i'a ; c : : c : <i ;. oî: Téqua* 
lion r /7 = c^ appartient à l'hyperbole rapportée 
au;t alymptotes. Pour la cpnftruire tirez fousi'angle 
donné 3 ou fous un angle quelconque (l cet angle 
n'eft pas donné, les lignes Mm, Na7 (fig. (^3) , pre- 
nez ca ":=: a y ab àz.ia ^ Sc entre les afyrriptotes 
M/n , N/2 décrivez une hyperbole qui pallè par le 
]>oint i (" ce qu*on peut faire par la- ipcthode que 
j^ous avpns enleignce dans les Seâ:ions Copiques ) , 
lès cf feront = /^ , & les /^ == :f ,' mais x z:^ p 
»— â = c/— a c ; donc les x comcnencecr en a. 
A caufe'de y = ï • — a , divifez ab zp x ^ ei^ deux 
parties égales en i^ , & par ce point menez d h pa^ 
rallele \ n n ^ 8c vous aurez h g ^=1 :[ — ^ ^ =5= y, 
Puifque d h =2 ^/, Ton aura les x z=: d h ,Scle$ 
y 3=± ^ A, Si Af = q , on aura y r=: db z=s. a. Si a: 
i?ft pofitif & plus petit que a , les ordonnées font 

politives. Si À- = ^ , Ton aura y =i cj : 'car /? = 

• ' ■• •« • 

ïc -4- « = i tf dans ce. cas : donc r a=s -^^ = — - 

r= iz , mais j' = :f — ^=7^ — ^7 = 0, dans ce cas. 
,Si x^ a 9 les ordonniées font négatives , & en fiip- 
pofànt X =1 00 ^ y eft négatif & = — <2. Si x eft 
"négatif & plus petit que a , les ordonnées font 
pofitives. Si X négatif eft =: — a , l'ordonnée y eft 
juânie» , 

Si l'cquation étoit xy + ax z=:ay ^ a* ,en h{; 
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{znty + fl = :f, x-^azzzp^ on aoroit/^çii: — za». 
C'eft pourquoi prenant ca ss ^ , on prendroic ap 
tsss ta y du cote des ordonnées négatives ^ & les 
coordonnées feroient d h Se ht. 

Nous avons fuppofé jufquLÎci que les conftanres 
permettent des fubftiGueions cohvenables ^ fi eMes 
étoient plus compofées y il faudroit les ramener i 
des expreffîons plus fimples. Soit l'équation a^ — 
b X = y* , faites premièrement a* zz: b c , vous 
aurez b^ (c — jc) zsy* , faites enfuite c — xr= :f , 
pour avoir ^ ij == ^* , équation à la parabole. De. 

même dans Téquacion a — -^ ix =^ y^ ^ faites 

jf j r r • hA af) ^ 

dd = bf pour avoir ^r * Jt — / > ^^^ 



équation fe réduira à ta précédente , en faifant 

H Jf = î- Dans I équation ^y- 

^*, fuppofèz 72^ = f <z<r — ^f J. c:, pour avou: 

i). - - 



{a — ^). a: -4- (a — - i). c =« ^* , enfin fuppofèz 
x-l-c=:ç & et ^ b z=:d y pour avoir cf :{ = j* , 
équation à la parabole • Dans Téquation a: y -H 
a X = dd — c y y fèryons-nous de la fubftitution 
j' + ^ = :f ^ pour avoir, en tranlpofant , a;:^ + c:{ 
.:=.dd'^ ac. Suppofons enfuite à: + c = jp & c^* =3 
f /, il viendra/? :j = a.f-^^ac::^ ab , en faifanc 
/ + c =: i ; or l'équation p:(^ ^z ab appartient à 
Thyperbofe. 

• loj. ExEMPL,E III. Soix Inéquation x^ '^^tax 
.^=^y* (^ + ^ ) 5 * complettez le premier membre 



-r*- 



* Ou.^* -f- c * =y , en rcpréfcntai^t i ^ par c 3^ a +i 



fai i 
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sp* 



Ï>our avoir x*^ lax »\r ^ ==^- (^ -H ^ ) -h ^*,. 
laites X H- <z = /? , vous aurez />* = ( ^ -t- ^ ) X 



vous aurez l'équation à la parabole /?* := :j. (a + i). 
Avec le paramètre ^ -H i ( fig. ^4 ) décrivez la 
parabole a g , dont la tangente à lorigine du dia- 
mètre qui pafle par le point a foit a f*":^ lesaf 
ffront = ^ & les ^/= l. Mais p-^a^ x ; donc 
coupant a c = a^ les c f feront = x. De même 



puifque y =\ -7— , & que par la nature de 



h 



la parabole , «/ c =1 — -— , en menant par le point 



b 

d la ligne h d parallèle ïfa , on aura dhz=: cf=.Xy 
6cgh=y. 

104. Exemple IV. Suppq/bns que l* équation cori' 
tienne Us quarrés des deux inconnues j comme /'équa- 
tion x^+ uxzz ly^—- 1 by. Complettant le premier 

jtnembre , & faifant enfuite x -4 — = /? , jon aura 






jp* = iy*-.iij + -^, OU /?* = xy — 

1 ^y , OU en divifant par 1 , complettant le fécond 
tnembre , & faifant enfuite ^— -zz:^,^— — 

X X o 

i+- — = :{*. Il peut arriver trois cas ( %• ^ 5 ) > 
dans le premier on fuppofera û* = 2 A* , dans ce 
cas l'équation devient — = :j^ j p* z=: 2. :j^ , oiv 



^ Si l'angle des coordonnées eft droit , le point a fera 
forigiae de Taxe de la parabole. 
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pzz-^1 y/'t 'y d'où l'on tire p i\'.: \/i : I : ;" 
^(i b*) : è :: a: i (à caufe de z3* = a*) : î - : 

— • 50IC c a cas - , tirez p a ans - s= tf tf , meHez 
1 1 1 

les lignes indéfinies ci y cd , l'on aura les c/= /?, 

les fg = !(. Mais j^ = ? H — ; donc meiiancparle 

point d la ligne h d parallèle à /û , les A ^ feront ^« 

De même x = /? — - j donc les dkzza f feront 

X j Se dans ce cas Téquation appartient auac 
lignes droites c g y c d. Si a* ^ i i^ , fuppo- 

Ions a — • 1 * == /» , pour avoir î— — . — r5=s 



m* . • , .m* 



ç* , ou /?* = 1 :ç* j donc />* : j* 



• • 



m* m* 



1 : I 






• Cette proportion appartient i une 
hyperbole par rapport à deux diamètres m , -- — • 

Prenant les .demi-diametres c n zz --^ c mzz 

(fig. 66) , décrivez fur cnf l'hyperbole «^ , on aura 
les cf == p y & hsfg=i :i^. Coupez c a ses: - 

vous aurez af=ip — - 8= ;c. Menez ad pa* 
xallele sl c m 8c dk parallèle â c/, faites <7 i = 
- & vous aurez A^ = ;f-j--==rj ; donc les coor- 
données de l'équation propofée feront dk -=: af 
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Enfin &a^ <^ t b^ y faites 1 A* — a* = m^ pour 
avoir--*- ^=rî ^ ou/?^-H — = if i donc 



m* ^ m* m^ 



p* H : r* : : 1 : I : : — : — • Faifant le fe- 

4 *; "*■ ^ . 

cond demi-diametre ^ m ( ou le fécond demi- axe fi 

Tangle des coordonnées eft droit ) = — , le pre- 

mier demi-diametre en z=i — 7— , décrivez Thy- 
perbole ''^ ( fig. ^7 ) , les c/ feront = /? , les /^ 
= j ; donc ayant pris ca=:-jad=i-8c paral- 
lèle à c/2, menant ^A parallèle à cf, les affe-^ 
font = X & les A ^ =y ; ainlî dans ce cas l'équa- 
tion eft à l'hyperbole rapportée à un fécond dia-» 
mètre * 

105. On peut voir par les Exemples précé- 
dents que tout fe réduit à fubftituer une inconnue 
à la place d'une autre inconnue, jointe à une conf- 
iante pofitive ou négative , & qu'on a fouvent befoin 
de completter un membre de l'équatiôr^. Après 
avoir trouvé la Courbe que donnent les fubftitu- 
tions , ii faut rétrograder pour déterminer les x 
& les j , c'eft- à-dire, les coordonnées de l'équation 
propofée. Comme cette méthode eft quelquefois 
compliquée pour les équations qui , contenant ua 
des quarrés x'^ , ou y^ , ou tous les deux , con- 
tiennent encore le redtangle xy , nous emploie- 

^ Sous le nom de diamètre , nous comprenons les axes 
qui ne différent des diamètres qu'en ce que l'angle des 
coordonnées, par rapport à ces derniers , eft oblique , candis 
qu'il eft duoic par rapport aux pcmicrs. 
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tons pour ces fortes d'équations la méthode des in* 
déterminées , en nous fervant d'un artifice qui rend 
la conftruélion facile. Pour cela je difpofe Tcqua* 
tion de telle manière que tous les y fe trouvent 
d'un côté , le terme où fe trouve y^ étant pofitif & 
fans coefficient ^ ajoutant enfuite de part &: d'autre 
le quarré de la moitié du coefficient de y y le premier 
membre fera un quarré parfait , dont je fais la ra-* 
cine = :{. Ayant fait la fubftitution , je trouve une 
équation qui ne contient pas le plan :[ x. Si je conf- 
truis la Courbe des indéterminées :[&cx ^ ôc qu'en 
rappellant les fubftitutions je détermine j, les y ne 
fe termineront pas à la ligne des x , mais à une ligne 
dont les abfcifles feront aux abfciflès x en raifon 
donnée. C'eft pourquoi je conftruis l'équation en 
prenant mx 6c non x pour les abfciflfès ( m eft une 
quantité qu'on détermmera dans la fuite) & :^ pour 
les ordonnées. Cela pofé , je tire par J'origine des 
mx une ligne qui fafle avec les mXy un angle tel 
qu'en ajoutant a :[ ou retranchant de :( la quan- 
tité qu'indique le Calcul , je puifle déterminer j, 
en ajoutant on retranchant , s'il le faut , une conf- 
tante. Enfin , je déterminerai la valeur de m y auffi- 
bien que la grandeur des angles qiii doivent avoir 
Heu , pour que les lignes x &cy faflènt entr 'elles un 
angle donné. 

10^. Exemple V. Soit l'équation jy ^ — lay 
^- ixy = a^ + ^a X — a:*, pajoute .de chaque 
côté le quarré de ^ — ^ , moitié du coefficient 
de y , pour avoir (^ — û + a:)* = la^ + lax. 
Je fais j^ — a+A: = :f, il vient :f * z=i(x'^a).z a^ 
équation à la parabole. Mais on doit conftruire la 
Courbe de relie forte que les abfcilîès foient mxSc 
non A% C'eft pourquoi , en confervant l'égalité, je 

difpofe 
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&fpbfe ainïî réquacion :?*«== • {ma -^ mx)^ 

Suppofons qu^avèc k paramètre ' — , on décrive 

fur le diamètre «/ ( fig% 68 ) la parabole ai^ donc 
les abftiflès foient af= ma -{^ m x 6c les ordon^- 
nées fhi{ parallèles à la tangente «A ) = :f. Pre- 
nons a c=^ ma , nous aurons cfsr= mx. Pour 
trouver y^z^-^a^x^ prolongez ia tn d^ en 
ibrte que axl = a y menez d g parallèle i fa y èc 
prolongeant i / jufqu'à la rencontre de g d y vous 
aurez m g z=l cf -=. m x y it gi := ^ -f- a. De ;£ 
•4- a retranchant «x , il reftera la valeur de y. 
Suppofons quon ait mené la ligne mk y dt ma- 
nière que l'interceptée g h sz 'x y on aura hi se 

gi ^.gh = î + ^ -/ =•^•.1^5.'' T^J^ y ^^ 

terminent a la ligne des x y li eit neceliaire que 
Ton ait mh^=: x. Il faut donc trouver une valeur 
dç m telle que Ton ait ^A = /w â = a: , Tangle 
mhg étant donné. Faifons le triartcle r t s dont 
l'angle s foit égal à l'angle doniié aes x&des^, 
c*eft-à-dire =i mh g y ^^ dont les côtés s r y st 
foient égaux entr'eux% Je fuppofe chacun de ces 
derniers côtés = a , & je rais le troifieme côté 
rt z^ c. Cela pofé , les triangles femblables srt y 
hm g donneront a \ c \\ x \ rfixW \\m ; donc 

' I7Z = - : donc le paramètre aJ= — tn — &la 
<i ' * me 

ligne ctfcr dm = matxc. Puifqtlô Taniçle mgh 
.sz€y l'angle i af fera le fupplément de l'angle t , 

parce que les angles g Se aji font égaux ; ox baf 
'eft fupplément dà fad ss= a fi. C'eft pourquoi 

fur le diamètre a f avec un paramètre ai^sz ^ 

c 

Tome II. T ' 



4 



— i**^" ' " ■ ■ ■ ' "■ ■ I . ■ ■■ ■ ^ 

A90 Cours de Math ematiques« 



im 



te fous Tangle &a/fupplémenc de Tangle t , oa 
décrira la parabole ai ^ on prendra da := a ^ me- 
manc dg parallèle if a , fur dg on coupera dmzzc, 
cirant m h de telle forte que Tangle gmh foie =: e 
c= r , on aura mh^z x ^ h i zz y ^ Si les x 6c les y 
doivent faire un angle droit , on aura m = V i. 

107. Exemple VL Soit t équation convcna^ 
hlcmcnt ordonnée y^ ^xy sza^ ^^x^. Compleaane 

le premier membre , faifant enfuite y = j , 

il vient i^ s= ^ * — jc* -| — , ou :{* = ^^ — • | at* , 

équation i rEUipfe. Pour faire que les coordon- 
nées foiçnt m X èc\^ multipliant l'équation par m^ 
& la divifant par | , je lui donne cette forme 

z i^ 2= m* a:* ; d ou 1 on tire 

{m xy : ^* : : : a*. Sur les demi-diametres ca 

ï=: -^ Scchzna^ foit fuppofée décrite VEUipfe aib 

( fig- ^9) > Oïl aura les c/rs mx & les /i = ^, 
on fuppofe fi parallèle à c b* Mais parce que^|=^ 



- , on mènera cA de manière que hfz=: -, de 

Ton aura hi :=i y ; or pour que y foit terminé 
à la ligne des a: , il eft néceuaire que c A = jf. 
Puifque c h doit être double de fh\ & queTangle 
chi des coordonnées eft donné * , je conftruis 
un triangle r s t^ dont l'angle s foit égal a l'angle 

" — — - - _ _. . _ ■ ^ 

* Si cet angle n'étoit pas ddnné , on le prendroic à 
volonté , . Se pour plus de facilité on poarroit le faire droit. 

vSi -77 — = ^if ou fi* «eft == v^5 &ranglc ^c^dc^o^, 
on aura ûa cercle. 
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Jonné , Se dont le coté rs foit double de s t. Soit 
r j = tf , j r = -& joignantr&r, jefuppoferr=c. 

Nous aurons donc iz:c::i:mc= ; ainfi le 

a ' 

demi-diametre ca=i — j- • X'angle cfh eft = A c/i 

( i caufe des parallèles bc^ iA)=r; c*eft pour- 

Îiupi avec les demi-dian;^etres ci, ac faifant en^ 
emble l'angle b ca^=i t ^ on décrira rEÛipfe b eu 
* Enfin menant cli telle que 1 angle h cf foit = r\ 
les -c h feront = ;c & les A i —y. Si l'angle s == 
i A c eft de 90° ^ on aura ;» = 7 ^^5. 

io8, £ X E MiP 1 E VII. Soit Inéquation i\iy -^^ 

^tfjc-h4x»i==-^-^2j^^'-4- ^^y* Faifant palier tous 

les termes affeétës xle j' dans le premier membre;, 

& tbtis les autres difts le fécond & divifant par x^ 

J'ai IJèjuation convenablement ordonnée y^ "^ 

} xy ^aytssi 1 jr*. Complettant le pre- 

.I^ie^. membre , &» faifant enfuite y r-fy' h *— 

...... 9 .... . .-f ■■ i / -j, • ^ 

.??=? î y il vient {» =5? ^7^. 3 ou 4^* == x»-^^?. 

, . r • 4 

^Pè; cherche le lieu des c()-ordonnée$'{6Ê hzx.En mul- 
tipliant l'équation par m? , j'ai 4/»* :(» ?== /z»*A'Hr 
m^'a* , d'où je tire aifément {m x)^ -+> {ma)^l 

;î* :: ( m a )» : -^. JedA:ris l'hyperbôfe Bi (fig.yo), 
dont .le fécond demi-diametre foit ^az=zm,a.^ & 1(S 
premier f B = -^ les ff ferçoi; îs f?l«f ^\^fi = 



'Je mené BK paratlelç â c/, poar avoiri *c=sç — - . 
Tom. II. ♦* T z 
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A cette quantité j'ajoute { x pour avoir y. Cefl: 
pourquoi je mené B A , de manière que A A: == ^ :xr, 

afin d'avoir Ai = r — --+-î^ =^y • Pour que fous 

l'angle donne Bhi , Ton ait BA^.v & *A î=r at, 
fuppofant Tangle s = 3 h i., je fais r j = tf , j r= 

1^ je tiré rr que je fuppofe = c, & fuppofant 

de plus , m . /i e=c c , j'ai aU:: ïlm ^ -j-j doiic le 

'demi-diametre ca = ma^sc , .^B étant toujours 

= -• Difpotpns ces demî-diametres fous l'atngie 

^cai=:^tj décrivons rhypej:bole.B i , tirpns la tan- 
gente B k néceflairement parallèle icfSc menons 
BA taifant avec B)t l'angle AB* = r, on aura , 
les B A =? ;v , les A i =1 j. Si l'angle s croit droit, 

oh auroit c» e=s ai H = -*7— » ^=^T V ('3/* 

to9. Appliquons maintenant k méthode âtrx 
cquations qui ne contiennent pas y** Dans ce cas 
il faut difpofer !eplan xy dé manière qu'il foit 
Dofitif , fans-coefficient & placé du même coté que 

^ , comme on le voit dans l'équation xjr -<=== 

'«■ 1... . , s^ ^ 



1 » 



/^ 



tfjir.r-iz^-+-a». Suppofe^ile ^lultiElicateu^ j< 7- - 

^< de y) :i=rîyou j= ç-H^, & fubftituezla valeur 
Se y dans réqùâtion donnée pour avoir x\'=^ 
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r -^ - s= « % vous aurez xu = — — â2^,ouArz/4- 

.au:=s — • Si on rapporte la Courbe aux abfciâès ;r ; 

on ne trouvera pas que les u foient termines à la 
ligne des x. C'eft pourquoi multipliant Téquatioa 

par/w pour avoir u{mx + ntay:=: y je fais 

mx -i- ma :=zp , il en réfuke /> « = -r~ , cqua- 

2 

tion à l'hyperbole rapportée à fes afymptotes. Sur 
. une à^s afymptotes ( ngé 71) prenez c a "rz fha^ 

mençz <z B :=: - & parallèlement i l'autre afymp- 

tote cm y décrivez, une hyperbole qui pafTe par le 
pointB, & vous aurez les cf-^^p ,. les/i= u^ Mais 
mx^=zp '^mai donc afz=zmx^ De plu^> parce 

que \ =;« + "" > faifant ^ rf= - ^^ & par le point 

i/ tirant ^72 parallèlement à <^/y on aura les dg'=^ 

af=, mx ôcles gi :=^ l» Maisj^ = ;ç + - j je 

mené donc d k de. manière que kg foit =1 •; ^ ; 
& alorsL h i fera :=:! y. Pour que j^" fe termine à la 
ligne des at ^ il faut que dh z:;:: x. Déterminons à 

fréfent quelle doit être pour ceU la valeur de m. 
arce que l'angle d h i d^s coordoimées eft fup- 

X 

pofé ifonné., & que dh : g h :ix : -: : 2 : i , je 
conftruis un triangle: rs s y dans lequel l'angle s foit 
égal à l^angle donné, je prends rj=«2^jr^=3^- 



a 

2a 



Iç Je fuppofe r t ;si c ;^ met i âonc m sa -• 
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C'eft pourquoi entre les afymptotes cm y ca fai- 
fant entr elles Tangle m/à = ^ , ayarit pris cd = 

mtfi=c,dB = -:-,jè décris une hyperbole iB^ 

qui pafTe par le point B. Ayant fait adz::: a B » 
|e mené n d parallèle ic a^ enfin je tire dhà^ ma-* 
niere que l'angle hd g foit = r , les rf A feront = ^ » 
& les h /parallèles \ cm ferbnt == j^, Si l'angle s 

eft droit , on aura c* s:-^ & c =5 — |/c. 

REMARQ;t7£. Si le pjaif xy fê trouTC dans réqùa* 
tion avec le quatre^* fans que xx %*y trouve» 

changeant y tn x ic réciproquement , on aura une 
équation qui fera dans le cas de celle que nous venons 
de conftruire. Pour connaître (i une équation indé- 
terminée du fécond degré appartient à hne SeéHofn 
Conique plutôt qu'à l'autre > lelifez ee que nous 
avons dit ( Il & i^)« 

Nous allons maintenant réfoudre quelques Pro^ 
blêmes indéterminés du fécond degrés 

iiô. Problème; 5oir ûm (fig.71) la tan^ 
gente d*un cercle dont le centre ejl c ^ f^ppofant 
toujours q m paralltle àU diartetre ab & égale à 
f interceptée rm j on demande les lieux de tous les 
points q. Tirant çP perpendiculairement fur le 

• diamètre ba prolongé & faifant P ^ =sû/b?=:j3^ 
aPirzqm=2rm:=zx^ c a :=z a. Par la propriété 
du cercle , {amy zzmrxmMi car la tangente eft 
moyenne proportiontielle entre la fecance & fa 
partie hors du cercle $ Voyez la Géométrie ) ou 
y^ =zx, {x ^ la) on y* z=: lax -Y* ^ 9 équa- 
tion à une hyperbole ét^uilatere dont les axes font 

. égaux au diamètre donné. Il eft vitible que les in-» 
terceptées r m da quart de cercle a d donnent la 

blanche a f ^ & les interceptées pc h branche af 
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Il n'eft pas non plus difficile de voir que par h 
moyen de la rangente N ai y on formetoit l'hyper* 
bole oppofée nbh^ 

III. Problème. Etant donné un point n 
< fig. 7 5 ) entre les côtés d'un angle abc ^ trouver 
une Courbe nm qui foit telle qu'en menant par n 
une ligne quelconque amcj les interceptées a m y 
n c Jhient toujours égales^ Par les points m Se n 
tirez mt ic nd paipleles au côté bc 6c fup'pofez 
bs zrsx , m s zsiy ^ fii:=za. Puifquè par la nature 
du Problême , amxznnc ^ ortaura ^ j = Arf=: A *j 
donc ad :sz bs ^::iX. Or à caufe des parallèles sm ^ 
n d Ton ^. su\sm\\ àd". dn^ oxibxy \\ x t a^ 
tlonc xy zit b a zz c^ ^ en fàifànc b a 2== i:^ ; or 
^y :=z c^ eft une équation à Wiyperbole par îapporc 

Îiux afymptotes ba ^ bc^ Décrivant donc entre ce$ 
ignés une hyperbole qui paffe par le point /2, on 
aura là Courbe chetchee. r 

lîi^PROBXèME. Conjïrûire uh quàrré égal S 
un rectangle dont les côtés différent d'une ligne donr- 
née 1 a. Soit y le côté du quarté , Jt le petit côté 
du reftangle ; donc le grand fera z=szx ^xa^ Mai« 
pat la nature du Problème Ton zy^ ^=iia x-^ x^ ^ 
équation à l*hyjperbôlê équilatere , dont les axéi 
ïdnt ég^ux à la ligne % a^ Ainfi quelque part qu'on 

Ï renne l'ordonnée/ , fi>ri quatre fera toujours égal 
un /^rcftangle , dont les côtés différeront de la 
ligneAdonnéc la^ y 

11 j* Problbms» Confiruîrc un quarré égal k 
^n rectangle ^ dont là fommé des côtés contlgus 
efl confiante é* =: * ^.. Soit: y le côté du quarré 



»w«WB^»^i^-»*-^-"^ww""i"»"*"*^i^-«»i-»»"^w"ir^(*^^ 



"^ Car à caufc des parallèles nd^ms. Ton il ma i cni^ 
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ietnmàé , jt an des cotes du reâangle , lé coté 
contigu fera = i a — :c ; mais par la nature da 
Problème y*z=:iax r- x^ ^ équation sL un cercle 
dont le diamètre = i <? ; donc le cuarré de chaque 
ordonnée & le reâangle des abkiflès correfpon- 
dantes auront la propnété demandée. 

114. Problème. Deux lignes parallèles a A , 
b g dont les extrémités a & b font fixes ( fig. 74 ) 
étant données de pofition y Of^demande de trouver 
tntre ces deux lignçs un poin( m par oà & par le 
point a ayant mené la U^ne am d & la ligne 
pmq parallèle à ba^ bd Joit à tnp comme une 
ligne donnée f ejl à bai Suppofant la chofe faite » 
foit abz=:a ^ ap^:zx ypm ï=y. Les tringles fenx- 
blables abd y mpa donnent mp :pa il ab :b d 



xa 



ony : x il a : bdzx. — j mais par la nature do, 

Problème, — xy llfia; donc fy = — , oa 
y ^ ' ' ^ 

fy^ = c^ x y oaj?s=^^, ou 7* s=pArenfai. 

fant —r=zp. Cette équation appartient i une pa- 
rabole > dont a A eft la ligne de x^ 

Remarque. Il y a des Problèmes qui paroiiTcnt d'aberj 
«fltz difficiles & dont la folution néanmoins, eft tiès-facile , 
en faifant accention à quelque propriété des Couches. Quoa 
demande » par exemple , la nature de \z Courbe . A L D B 
(fig. 74 Â ) , telle qu^ayant décrit autour de ^'axe A3 une 
infinité de paraboles L A ^ FA, D A , âcc^ f de manière 
cependant que le plus grand paramètre foie <^ x. A B ), 
ii, d'un point £ pris fur Taxe A Q , ayant nxeaé k$ lignes 
BL 9 B F , &c. perpendiculaires fur ces paraboJes , la Côurbç 
A F G B pafTe par tous les points ou ces perpendiculaires 
irénctintKnt leurs paraboles. Des points L , F , I> , i^ant 
mené les lignes LK § F Q« Di^, &e. perpca^icôUiccs à 
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Taxe A B» je remarque que B/' eft la fous-normale de h 
parabole G A » B P la fous-normale de la parabole D A, &c. 
Soit maintenant DP=y, AP=jf,AB=ti; donc 
fi P = 1 ^ — X» Par la nature de la parabole D A » en 
faifant fon paramètre =s= x/? , on ay* = ip, x. Mais la 
fous-n0rmale B P efl la moitié du paramètre 3 donc BP z=:p 
tBzxS — * & y* = 1. (i^x-^ — xx). On trouvera de 
même que pour la parabole G A « en faifànt B/? === 1 ^ — - » » 
Ap = x,Gp = y,on trouvera , dis 7 je , y^ =3 
2. (i^ X — xx) y ôc ain/î de même pour toutes les autres 
paraboles. Donc dans la Courbe A L B les quarrés des or- 
données font enti'euz comme les doubles produits des 
abfcifresx& xi^^^x; c'eft-à-dire , qu'on a toujours y*: 
% 6x ' — XX : : 1 i i : : a a i bh (en fuppofant jû =5 
xbS )^ donc y^ : ^kx — mx y. a a : hb » ^ y* ^=^ 

nu 

7-7(1** — xx) ^ équation à l'Ellipft. Ainfi la Courbe 

A D B eft une demî-Ellîpfe ^ dont Taxe A B = i * , & dont 
le demi-axe F Q = <i. Pour trouver F Q ^ on prendra It 
produit de deux abfcifles quelconques ( A P , B P ^ pa( 
exemple ) & Ton ftra AP. BP=:xîJC-r-«x; (DP)* 
c=:y^ : : bb: aa ; le quatrième terme de.CQCte propQrtioa 

fera connoitre lé dcini-axe « 7= FQ. 

• 

^e la Réfolution Géométrique des Equations 
, déterminées du troifieme & du quatrième dégre\ 

. 115. Si on réfout une équation déterminée du 
troHieme 6c du quatrième degré en deux équations 
indéterminées du fécond degré, les interférions 
des Courbes repréfentées par ces équations indé^ 
terminées , donneront les racines de Téquation pro^ 
pofée. 

*» Pour le Élire concevoir plus clairement, foient 
Jes équations x^ =:: ay y xy :=x ab y nous aurons 
deux équations & deux inconnues \ ainfi nous 
^pourrons parvenir à une équation à une feule in^ 
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connue. En efTec la première équation donne — 

5= y , cette valeur dty fubftituée dans la féconde » 
donne Téquation déterminée du troiiSeme degré 



«» 



— = ii^, ou x^ = Aa*. Réciproquement je puis 

léfoudre cette dernière équation en deux sfntrel 
équations indéterminées du fécond degré v en fup- 
pofant «* = û^ , & xy z=z a b ^ CQ la comwr 
naifon defqueiles réfulte l'équation x^ =za^ b. 

Ayant refolu l'équation du trcnfieme ou qua-» 
trieme degré en deux équations indéterminées dfL 
fécond degré , prenant la ligne af? ( fig» 7 s ) pour 
Taxe ic le point a pour l'origide des x de Tune 8c 
de l'autre Seâion Conique donnée par ces équationi 
indéterminées y on décrira ces Coun>es,& les racine! 
de l'équation propofée feront déterminées par les. 
points d'interledShon de ces Courbes^ Dans lexenv^ 
ble piopofé fur la tangente ap ^ décriiez; k pkra- 
Dole a m , qui fera le lieu de l'équation x^ ==: ay^ 
Menant enluite a n parallèle aux ordonnées p m ^ 
décrivez Wiyperhble de Inéquation jej = aA> entre 
les afymptotes apSc na ^ le point w d'interleéftoi* 
des deux Courbes am ^ ÎAm déterminera Tordon-^ 
nce /»/> , & rabfciifle ap déterminera k feule racine 
réelle de l'équation x^ :=za^,b : car les autres tacmei 
fcHit imaginât fé^ ; audi les Cqurt)es a 4» ^ M ^ né & 
coupent qu'en un point. 

il ne s'agit donc que de refondre l*îeqiiaGoii:drf» 
terminée du troifieme & du quatrième degtè'efl 
deux indéterminées du fécond , telleà que dèxea 
«juations on puiflé reproduite l'équation propoféej, 
mais pour plus de facilité , on pexrt fttppofi^ kt 
"équations dk iraUîeme 6c àik ^uio:iemQ osg^ is^ 
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livrées du fécond terme. Seulement il faudra avoir 
attention d'ajouter aux taciiies trouvées , le tiers du 
coefficient du fécond terme qu'on aura fait difpa- 
roître ; mais on ajoiltera le quart de ce coefficient > 
s'^l s'agit des équations du quatrième degré, en 
prenant ce tieSrs ou ce quart avec un figne contraire *• 
1 1 (1. Soit l'équation générale du t'royieme degré 
délivrée du fécond terme «r^ + <2 3 x — ap == o, 
dans laquelle a & b peuvent être pojitifs ou négatifs. 
Taifons\jc* s= ^ j & fubftituôns là valeur de a-* 
dani l'équation propofée , pout^ avéir , en divifant 
par a ^ yx ^{- b a'— /^ = o. L'équation .v^ 3= ày 

"appartient à /a patabole; Poiir cbnftruire l'autre 
équation , faifons y -+- é = :( & nou^ aurons , eh 
trarifpofant, at ;j :=/^, équation à l'hyperbole entre 

•fes alymptotes. Avec un paramecté .=? <«(%. 7^), 
fur dm prife pour axe des x , dont : l'origne eft 
en dy on décrira la parabole /?^/2 , qui aura dm 
DQUr tangente à l'origine d de laxe ds é^sy. Par 
la propriété de là pàrabolfe , [dm)^ t=: [s n)^ = x^ 
ts tf X dsz=:,ay ; donc d n eft la parabole xJier- 
chée. Pour conftruife l'Hyperbole de rçquation r.v:=5 

y* > comme ces deux Courbés dofvènt avoir fe 

; même axe Se la tnême origine des x , je prends 
cd z=z b ^ & par le point b je tire ic q parallèle â 
dm ; il eft vifible que l'angle qcà des afymptotes 
fera égal à l'angle 7h d^ des x & Atsy , ce qui doit 
toujours erre en pareil cas. Cela pofé je cherche 

' un poiilt quelconque de l'hyperbole M/2 , en faifant 

\J; cqW qn ;f; donc qn:=i -^ ; ot qç eft utle 

»^ii^"— — I .1 ■ ■ I I I ■— — — .^— I M •mmimtmmm H i i i l 

. * Il n'cd: pas difficile Je voir que dans ce cas le tiers du 
* coeflictçnt du^içcoud terme , eft Une ligae de uoa un nombre. 
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quantité qu'on peut facilement connoitre i aînâi 
qn fera connue^ donc on trouvera aifément un 
point n de rhyperbple ; on trouvera de même les 
autres points en faifant varier c q. Nous avons donc 
j/2 = :f =:^ -+- A & ^ =ç — A = ç/z— /72^ ^ 
donc mn=iy ôc dm z=: c q:=z x. Il n'eft pas dif- 
ficile de voir. que le point d'interfeâion n déter- 
minera une des racines dm At Téquation propoféç. 
S\ n ic b font pofltifs , la parabole Se Inyperbole 
ne fe couperont qu'en un point, & Téquatioa n'aura 

u*une feule racine réelle , la même chofe arrivera 

i ^ = o. 

117. Soit maintenant Céquation géncraît du, qua-^ 
triemc degr^ x^ + fg^^ '+' P^bx -+- P c z=: q. 
Je fuppofe P cz:z x^y^ \ faifant la fubftijcution , il 
vient x^'-^'fgx^ -i-/*^-^ it **>'* =^^* Ecrives 



2 



ainfi le troifieme tertne > , ^ • fV {fc)x. Subfti- 

tuez dans ce terme xy à la place de/v^C/c) (car 
de l'équation/^ c:=^x^ y'^ Ton tire xy=:fy/{fc) ) 

pour avoir Inéquation x^ ^ fgx^^ — - — x* y 

-fr AT V* =: a , ou en divifant par at* , x^ ^fg -f» 

b Vf 

~p — yzhy^ ==^* Cette équation eft à l*Ellipfefi 

Ton pretid le fîgne -+« dans le dernier terme , & au 
cercle fi dans ce cas l'angle des coordonnées eft 
droit. Si on prend le figne — l'équation eft à 
l'hyperbole équilatere. Dans le premier cas joigne;^ 
l'Elfipfe ou le cercle Se Thyperbole équilatere dans 
le fécond cas avec Hiyperbole de l'équation fVCfc) ^ 
= a: j j les interférions de ces Courbes détermi- 
neront les racines cherchées. Si l'angle des coor- 
données eft fuppofé droit dans, le cas du fîgne — ^ 
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on aura les racines par les interfeâions des deux 
hyperboles équilateres. Il eft facile de voir qu'on 
peut , en multipliant Téquation du troifieme de- 
gré par AT = o , ou par a: — - o = o , la rendre du 
quatrième degré & trouver facilement fes racines. 
On peut auflîconftruire l'équation générale du troi- 
fieme & du quatrième degré par le moyen de la pa- 
rabole & du cercle. Pour le faire voir, foit f fig. 76 K) 
une parabole D E F , dans laquelle on ait Téquation 
yzzzbx'+'X^y B étant l'origine des abfciues qui 
fe prennent fur la ligne M N , & Tangle des coor- 
données étanr droit (Voyez la Note du n® 105). fur 
l'indéfinie fi A , on prend BG=:^ Cou = — t/ 
fi cent ligne doit être prife dans le prolonge- 
ment Bfl), fur G H parallèle à MN on pren- 
dra G K =/, quantité à laquelle on donneroitle 
ligne — 5 fî on la prenoit vers la gauche. Du point 
K , avec un rayon K F =c , je décris un cercle FA 
qui coupe la parabole en F. Maintenant puifque F 1=;= 
y &BI=:A:,en rapportant ces lignes à la parabole , 
on aura F H= j — HlrzAr^-f*-^ — ^f &KH 
= LI= G H — GK = AT — / Mais le triangle 
reftangle K H F donne 

^*=;^^ +ibx^ -^b^x^ ^ idx^-'ibdx+d^^ 
ou x^ j+- i.i x^ -^ b^ x^^ibd x^d^zzo(A). 



x^ ^c^ 



prenant maintenant une équation quelconque du 
quatrième degré , qui fera toujours renfermée dans 
la générale a:^ H- ^jp^-+-çjc*-+-rAf-+- j=o (B), 
les BI qu'on doit trouver feront les x^ o\i les va* 
leurs des racines de cette équation. Comparant donc 
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Tcquation B avec réquation A , & les fuppofant 
égales, nous auions 1 h z=.p ; b b^ 1 d -^ i zzz q • 

-^ \bd — */=/ > ^^ ^* ^/ — ^^ == -y- 
Or les lignes dciîgnécspat les lettres b y d^ f ^ c 

peuvent toujours erre prifes dt la longueur nécef^ 

faire , pour que ces équations foient vraies , puifque 

ces équations fervent à les déterminer» La première 

donne bzz^p; la féconde donne d = 



b"- 



— 1 



-:; tJL i ; par le tromeme , /=s — ■ — * 

g= I . . ■ ^ 8^ par la dernière en- 

fin, c = \/{dd^ff^s). Il eft vfible , par 
rinfpeûion de ces équations , que ^ , rf , /ne peu- 
vent jamais être imaginaires, A l'égard de ^, cela ne 
peut arriver qu'autant que s feroit une quantité po- 
îitive plus grande que dd+ff. Mais parce que d fe 
détermine non-feulement par/ & q, mais auiC par 
Tunité de ligne , unité que l'on peut prendre aufli 
grande qu'on veut , on pourra toujours rendre d d 
+y/plus grand que s & luppofer toujours c poffible^ 
Si le cercle coupe la parabole en quatre points , la 
propofée aura quatre racines réelles y elle en aura 
leulement deux , s'il n'y a que deux points de fac- 
tion : mais toutes fes racines feront imaeinaires, 

/•Il ' t O ' 

fi le cercle ne rencontre pas la parabole. D'autre 
côté , parce que les racines imaginaires d'une équa- 
tion font toujours en nombre pair , le cercle cou- 
pera la parabole en deux ou en quatre points , ou 
ne la coupera pas du tout. Si le cercle ne faifoic 
que toucher la parabole , chaque point d'atouche- 
ment indiqueroit deux racines égales qui fe confon- 
droient en une feule ^ de fortç que deux points 
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d'attouchement iadiquctoient quatre tacînes qui fe- 
roient égales deux à deux. 

Soit maintenant Téquation cubique x^ + px^ -\- 
iqx -+• r = G , qui étant multipliée par x devient 
jf4 ^ px^ + ^AT* + r^ =5 G (A). Equation du 
<juatrieme dçgré , qui , étant comparée avec la gé- 
néifale du même degré , donne j s= o ; de forte 
que dans ce cas c = y'^dd^ff-^^s) ,eft=2 
\/{dd "\^ ff)\ ce qui indique que dans ce cas 
l'une des racines de réquation A eft c± o , & que 
le cercle décrit du centre K avec le rayon c paflè 
par le point B^ origine des abfcifïès« Les autres 
racines de Téquation A ( les mêmes que celles de la 
propofée; fe trouveront facilement ; car puifque une 
équation du troifîeme degré doit avoir une racine 
ïéelle & deux imaginaires , ou bien trois racines 
réelles , le cercle coupera la parabole en un ou 
trois points , ou bien la coupera en un & la tou-^ 
chera en un autre point. 

Nous donnerons, dans la fuite une méthode géné- 
rale pour conftruire une équation d'un degré quel- 
conque , par le moyen d'une feule Courbe & ci une 
ligne droite. 

Solution de quelques Problêmes géornétrîques détef'» 
minés & indéterminés des degrés fupérieurs, 

« 

118. Problème, Trouver deux moyennes pro-» 
pertionnelles x & y entre deux lignes données a, 
& b. Il eft évident que la première nipyenne pro- 
portionnelle donnera la leconde , c'eft pourquoi 
"nous allons cherclier la première. Par la nature du 
Problême ai x \\xi y \\y ib ; donc par la nature 
des progreffions a^ \x^ iiaib ^ x^ z=.a^ b ^ équâ- 
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clon du croifieme degré , que nous avons déjà conf^ 
truite (115) f^^ iô moyen d'une parabole & d'une 
hyperbole rapportées i fes afymptotes , de forte 
que l'abfcifle ^ /? ( fig. 7 5 } eft la racine cherchée d» 
notre équation. Suppolons apz=: c ^ nous aurons 

par la nature du Problème a ici: c :y =s —, fé- 
conde moyemie proportionnelle cherchée. 

CoaoLLAiRB.' Puifque par la propriété des 
progrtiEons a^ : x^ i: a : t y ilefk évident que le 
cube fait fur la ligne ^ » eft au cube fait lur la 
ligne X y comme a i b ; donc Ç\ a i b \* x i i ^ 
le cube fait fur le côté a fera double du cube fait 
fur la ligne Xf Si <z = ^b ^ le premier cube fera 
triple du fécond. On peut donc réfoudre le fameux 
Problême de la duplication du cube j en cherchanc 
la première des deux moyennes proportionnelles 
entre deux lignes données. 

X19. ProblSmb. Un afigU droit abh ( fîg. 77 ) & 

mn point fixe a fur un de fis côtés , étant donnés de pofi^ 

tionfitr un plan , fi Ion mené du point ajufquâ U rencontre 

du côté bhy une ligne quelconque bg & quon prenne tou-^ 

jours mg zz bg j quelle efi la Courbe à laquelle appar* 

tiennent tous le4 points tn? SuppofaDt le Problème réfolu» 

du point m j^abailTc la perpendiculaire mp fur le côté ab^ 

êc fàiCatm a b zz: a ^ ap = x^ pm=y', pb ftr2=:a^^t 

& am fera :=: V ( ;if ^ -H y * ) j or les criaagles àpm^ abg 

a V 
donnent x : y : : a\ bg=: .~^:=:gm,j^zr fuppo(îcion.Maî» 

X »^i 

à caufc des parallèles pmôc bg. Ton aura ap tpb t : a nv: 
gm, ou X :a— X ^^V(**-+->'*)^^w = jr^=— » 

X 

d'où Ton tire « >* = { 4 — ar). y' ( *^ -f- y») , ou a* y* =» 



(4 — *)*.(*»+/), ou/ = 



_ ( y -^ a )\ 3c^ 



%ax — x?" 
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". 5 ou y =: ■<- é . ' : 57. Cette ezpreuioa 

fait voir qu'à chaque abfcifTe il répond deux ordonnées 
égales , l'une pofitive , lalitre négative. Si l'on fuppolb 
X <^i. a , les ordonnées feront réelles 5 donc la Courbe 
pafle au-<ielà de h , 3c Cc% deux branches s'étendent Tune ' 
vers n , Tautie vers N. £fi prenant gn^==g^, les triangles 

àb g ^ a qn doùneùt x : y :t a : è g = — = gn. Mais 
à-cauic des parallèles h gScqn^ l'on zaq^ b q;: an ^gn^oa 
x: X — tf ^ ; ^(x"- +y) ; ^ , d'où il eft aifé de tirée 



X 

^'^ — àx 



v = + —7 — , qui eft l'équation pour les bran» 

^ "~ y {lax-^x^) * ^ * 

chcs bn<9 bN^ Du point b comhie centre, ayéc ihi rayoa 

^=^, décrivez un cercle dont a d foit un diamètre , menez. 

la tangente indéfinie fd F , cette hgne fera l'aCymptote de 

r tf * 
Ja Courbe. En ciFet , fuppofant A:=itf, 003^^=+ — 

e= ■*; 00. Si rx>n fuppo(e y :is= y^ ( i <» x — a?* ) , on aura 
en fubftituant cette valeur dans l'équation que nous venoni 
de trouver & ôcant la fraâion , on aura . dis-je^ ^ ax — x'^ 
s= jc* — ^ 4X, ou ia-^xs=:x — 4, ou ia^= % X y flC 

x = — » Mais la Courbe rencontre le cercle lorfque Ton 

ordonnée devient égale à celle du cercle ; ainfi la Courbe 
rencontre h. cetcle aux points correfpondants à TabrcilTii 

I xo* Problème:. Divifer un arc de cercle mpqn (fig. 78) 
en trois parties égales, Suppofanc la chofe faite , des points 
de divifion p ^ q j'abailTe les perpendiculaires^^ » qt fur 
la corde m/r. Divifant mn en deux également en ^ ^ il 
eft vidbie que sd s=: dt , & à caufe de mp:a=:pq z= qn^ 
p q A parallèle à m Av Cela pofé » faiibns la conftante nz d 
s=za, ds ^^-x^sp'zzy y on aura sfs^ x x^fsipqzz:zmp. 
Mais le triangle reâ:angle msp donne 4 a:* ===y^ -j-^j* — 
%ax -f- x^ « tranff ofant ^ réduifant ^ divifant par 3 ic 

* Tome IL V 
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complettant 9 il vient f *-| — j =5 — 

fant AT + - =t: ^, on a ç* = — -h ^ . ou ç* — 

3 — = ^ , ce qui donne z* — ^ — ; y» : : x ; 5 .•: J 

^ — . Cette analogie appartient à une hyperbole , dont le 

premier demi-axe = — & le fécond = --^ — : l*angle 

des coordonnées eft ici droit. Four décrire cette hyper- 
bole, diviicz iB/i en trois parties égales , mr, ra^ an ; 
& prenant le point a pour le centre , a r pour le premier 

demi-axe , -^ — pour le fécond demi-axe , décrivez Thy» 

perbole p rJAV , fon interfedion p avec le cercle donnera 
l'arc mpp ^ui fera le tiers de l'arc m p n. Parie point/?, 
tirez p q parallèlement à m n , le point q d'inrerfeâion 
déterminera le fécond tiers p q ^ de en£n nq CcfSL le troi- 
£eme tiers de Tare propofé. L'hyperbole coupe le cercle 
non - feulement en p , mais encore eu un autre point P. 
Le point P indique le tiers de l'arc 01 P n » fupplémenc 
à j 60 degrés de Tare propofé. En effet , (î Ton avoic voulu 
couper cet arc en trois parties égales , on s*y feroit pris de 
même, & faifant df'=.x , Vf^^^y^ on auroit trouvé 
la même équation que ci-defTus. On peut voir par-là com- 
ment on peut partager un angle en trois parties égales. Il 
fuffît pour cela de couper l'arc de cercle , qui eft fa mefure , 
en trois également j ce qui eft maintenant facile. 

m. Problème. Etant donné un quart de ctrcU am b 
( fîg* 79) 9 mcnens un rayon quelconque ç m qui détermine 
l'arc b m , dont le cofinus zz cd & le Jînus ^=z md ^ prenons 
rare bf tel que bf : bm i: i : m, Coupmnt enfuite c g , 
qu'on fuppofe donnée par une fon&ion 4^ ed ou de md ^ 
on demande la Courbe qui doit pajfer par tous les points g. 
Des points g Se f abatlfons les lignes g h Se fk perpen- 
diculairement fur le rayen cb z^za^ faifons c h =z x , 
gà ziz y ; donc c g z= V( ** -H y* ) = C* Faifon* 
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«ncorc l'arc /^=2=;> , & par conféquent l'arc 3 /» = /w. jsf. 
Nous fa von s que cof. m p = 

(Voyez !a Géométrie)* Or les triangles cfk y cgh donnent 
€ g : cfz : ck: ck , ou i: a :: x : cof. /? =: — . Les mê- 

met triangles donnent t^: a :: y : fin, p = —^ ; donc ea 
fubltituant , coU mp =. — • > ■ ^ t 

donc faifant cof. mp=s^ , muktptfane enfuite 'par ^ , 8c 
effaçant tf"»-^« , divifeur commun des deux membres, 

«fl: un nombre entier (fini) , en élevant les binômes à la puif- 
fancc m, les imaginaires difparoitront , & fubflituanc à [a 
place de q fa valeur donnée en ^ , & a la place de ^ fa 
valeur V( **-i-y*)> on aura facilement l'ccjuation (finie) 

cherchée. Si «=«. , l'équation deviendra ^-^ = x^ — >'^. Si 



dans cette* même fuppofition nous faifons q = ^, H en 

a 

réfultera -s^ = :«:* —y* , ou i^ = tf V^f Af* — y*) , oa 

(en fiibftituant la valeur de [*) x H- y* = ^ y^ (jt* ^y^) ^ 

ou x^ -(- i ;c* y^ -i-y* = tf ^ j,f^ — ^^ y. u Courbc ds 
cette équation du quatrième degré , eft appel lée Lemnijcate 
( fig. 80 ) , elle cft compofée fie quatre branches amc^ 
apc ^ blAcicb 9 c^ égales & fembiables , renfermées dans 
le cercle , dont le rayon rz a ^ fc coupant au cenrre du 
cercle fous un angle demi -droit : chacune de ces branches 
eft produite par le quart de cercle correfpondant. 

En fe fervaht de la formule dû finus , de faifant ^/n=: 
fin* mpzi: ^ (fig.79) ,on auroit trouvé,cn fuppofant mrzz 8c 

/ ^=^ -^ , on auroit , dis-je j trouvé ^ zz: ixy , oa 
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Il II I ■ — ^^^ ■ I !■ III I I I . , , 

(** +y*)* = ^^^xy* équation qui représente une 
ligne du quatrième ordre. 

m. Proslsmb. Parmi un nombre m de moyennes 
propijrtionnelles entre a& h , trouver celle du rang n : (tip- 
pouinc , par exemple » m = io&/i = 7^ trouver lafep" 
tieme de dix moyennei proportionnelles entre a ^ b. Soit x 
la première des moyennes proponionnelles , on aura la 

férié fuivante ^ a i x \ — :-r.... ---— ; • •• • • 

W -4-1 

— ; — = b. Il eft aifé de voir .que les exporants de x 

défignent les rangs des moyeanes proportionuelles cher* 

x^ 

chées ; ainfl celle du rang a eft s= ■ ^ ■ ^ - . Suppofons 

cette quantité = { , nons«4nrons x" = 4»— > ^; or a 

x"* "*" * ' 

caufe de == * ^ *•*"♦"'= 4" ^ , ou en prenant les 

racines jxrssrfw-*- x^w-i-ij donc «« = j «» •*• 1 ^» -*- i 

f» — n •*- I II 

s= tf"" * ç ; ainfi ç=4 w+i ^ + i« Cetteformulc 
repréfente la moyenne proportionnelle cherchée. 

Pour en venir à la conftruâion , élevons les deux mem- 
bres à la puifTance m -+- \ , afin d*avoir ^"»jî" * = 
^m — » -t-i ^«. Si m eft un nombre impair , en faifant ^* = 

m -I- 1 m-^\ 

ay , nous aurons tf"*"*" "*"'/»» ssda % y % , d'oii 

Ton tire, y x =4 ï b\ Si par le moyeftbde 
cette équation on peut trouver y » on aura au(E jRui 

eft mayenne proportionnelle entre tf & y. Si /K^ eft 

un nombre pair , en employant la même méthode , Yons 
rranfporterez la formule à une troisième proportionnelle p 
aux quantités a 8c y , comme nous venons de le faire à 
l'égard de y , troificme proportionnelle À a Se ^^ & ainfi 
de fuite jufqu'à ce que nous parvenions à un expofant 
impair. Il fu0ira donc de conftruire la formule dans la 
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iîippoiîtion de m «-4- i impair. Mulciplions-Ia par ^ pour 
avoir çw -♦• a = j« — » -m ^ ç ^ rexpoCant m -f- x fera 



pair 5 faites ^^ss ay & vous aurez en divifant^ y x 
»i — x» . 

s= tf 2 ^" r , — ^ ^tant ua nombre entier. Sur 

Taxe ad (&g.Zi ) décrivez la parabole n ^ /x de la dernière 
équation que nous venons de trouver , les it </ fçront :=:{;, 
décrivez enfuite la parabole abm de l'équation ^^ zz,a y ^ 
ces* deux paraboles^ fe couperont au point t '^ duquel me- 
nant Tordonnée bd ^ ad^ zn: ^ fera la moyenne propor* 
tioçnelle cherchée^ Se b4 ^=^ y fera troiâeme propor- 
tionnelle ayx lignes^ a 6c ^. 

1x3. Problème. Etant dQnnée la. première de plu^ 
fieurs liants en prôgrejjîon géométrique^ détermine^ la fe^ 
conde j enjbrte que la fonime de la féconde & de la der^ 
tiiei*e /bit égale a une qua/ifité donnée b. Soit a la pre- 
mière y X la féconde de ces lignes* } donc la dernière fera 
^ -r X > parce que la fomme de ces deux lignes eft = b» 
Puifque tf cft la première des lignes proportionnelles & 

X la féconde , la ttoifieme fera — « Si on retenoît cette 

a 

expreffîon dans le calcul * l'expreilion de la quatrième 
proportionnelle renfèrmeroic la troi(iemc puiflance d'une 



** 



inconnue. Four obvier à cet inconvénient» je fais — sas y 

a "^ 

^ regardant y comme la traifieme proportionnelle , ^e 

trouve la quatrième , qui peut être exprimée de deux aia« 

nieres , par le moyen des lettres a ^ k 9 y ; favoiz par 

ii , ou par ^. faifanc enfuite y : —2: : 2 — ^ ; r =3 
a ^ X ''a 4 ^ 

■ > ^ ' = ^ , à caufe. de y = — , je trouve ta cinquicmc 

• yài A * ^ * * . 

e= ^ i dans, ces formules Tinconnoe ne fe trouve élevée 

a 

à aucune poifTance au-dçffus de la féconde. Mais fi en re^ 
tenant ces exprefCons , nous voulions continuer le calcul , 
90US mpuverions des troifiemcs 9l quatrièmes pui/fances. 
Pour les éviter ^ faifant la quatzieme proportionnelle =a r , 
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ix ty 1* 
j'ti U cinquicmc s=s •- = -^ = p. U cinquième étant 

fuppoféc = { » )c détermine les autres jufqu'à la neu- 
vième , ainfi qu'on le .voit ici. On peut poufler le calcul 
plus loin , en ?aifant la neuvième = s. 

I. II. III. IV. V. VI. VIL VIII. IX. 



a 



fL2f 

a 
t. 



2. 

a 



• 



tx ty 

il L£ 

X X 

t i 

t — ^ 

X 
il 

. ^ y 

Si 



VL 

X 

y 



a 
il 

X 






Venons maintenant t la eonftru^îon. Si tous fuppofi:^ 
que la cinquième proportionnelle foie la dernière » prenez 

fekpreffion ^ qui n*a befbin que d'une fubAicution , vont 

aurez -^ t=r^ — jf , ou y* = à, \h»-^x) ^ équation a 

Une parabole » dont le paramecie = ^. D'ailleurs la fubfii* 

x^ 
tation donne — =s ^ ou »* s=; ^ y , qui défignc une 
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parabole de même paramètre. Prenauc le paramètre AB =i=a 
(fig. 82.) décrivez la parabole Ad, dont la tangente foie 
Ap , vous aurez la parabole .de l'équatioa x^ zsz ay. Pre- 
nant enfuite Ac zrrj & , du point c pris pour fommet ^ 
décrivez fur l'axe c A la parabole cd d^ même paramètre , 
elle coupera la première en d^ & en menant l'ordonnée dp ^ 
rabfcifle Af ;==x fera la féconde proportionnelle cherchée. 
£n eifcc , la féconde proportionnelle éunt « , la troiiîeme 

feroit — & la cînquîcmc — =?= ^ — JC , par fuppofitiou ^ 
a a 

d'où Ton tire «♦ = ^^ (k^^^x). Si Ton prend la valeur 

de y dans Téquatioa jc^ •= ay ic qu'on la fubftitue dan^ 

l'équation y* = tf. (^ — Jt ), il en rcfultera Féquation 

«♦==tf^ (^ — *). 

Si vous fuppofez que la fixieme proportionnelle eft" là 

dernière , vous aurez — ==^— •;>:, ou^* = ^«— a:*, 

équation à un cercle , dont le diamètre = h. Premièrement 
décrivez la paiabole A ^ ( fig. 8 j ) de l'équation x* = 
ay , que donne la fubftitution ; les abfcifles* feront fituées 
fur la tangente A p. Menez les ordonnées pd {y) pcr- 
pendioulaires fur A/?, faifânt par-tout A B == tf : A/? (x)'i 
^P (y ) 'ff ( O » ^ faites paffer une Courbe par tous le* 
points f. Prenant enfin Ac = ^, décrivez fur le dia- 
mètre Ac, le demi-cercle Afc qui coupera la Courbe A M/ 
en un point / qui déterminera l'abfciiie Ap =i »y féconde 
proportionnelle cherchée. 

L'artifice qu'on vient de mettre en ufage dans ce Pro- 
blême , peut fouvent rendre élégantes les fôlutions dei 
Problèmes , qui font au-deffus du troifieme & du quatrième 
degré. Cet artifice confifte en ce qu'à la place des expref- 
fions qui ,. û elles refloient dans le calcul , donhcroient des 
Courbes au-defTus du fécond ordre , on fubftitue d'autres 
inconnues 8c ainfi en multipliant le nombre 4cs inconnues 5 
par le moyen des Serions Coniques , ou des Courbes plus 
élevées qu'on décrit en employant ' ce§ ferions , on trouve 
la folution du Problème. Pour que la folution foit plus 
élégante , il faut avoir attention que le nombre des fubfti- 
tucions & le nombre des inconnues dans la dernière équa« 
tion foie le plus petit poifible. 

V 4 
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114» Remarque. Pour éviter dans la conAraâ^ion des 
Problèmes les Courbes tiop élevées, les Analyftcsçnt éta- 
bli la Règle fuivame : Si le degré de téquatiên à confi 
tmire tfl un nombre quarré , on doit fe ftrvir d-e deux 
Courbes » chacune d'un ordre égal à la racine quarrée de 
tordre de la profofée. Si le degré de la propofée neft pa» 
^uarvé , on en retranchera le plus grand quarré ^ & fi le refle 
ift égal au plus petit que ht racine de ce plus gnand quarré , 
on emploiera encore deux Coiàrbes , dont le degré de tune 
dàit êîr^ égal à la racine , k degté dé t autre étant plus grand 
iune unité. Si le refie eft plus grand que cette racine^ on 
emploiera deux Courbes \ dont le degré de chacune furpaf^ 
fira dune unité la racine de ,ce quarré ; aïnfi pour conf- 
truîre une équation du neuvième degré , on emploiera deux. 
Courtes rftf troifieme ordrt- S.i l'équation efl du onzième degré, 
en ôtant de i\ le ptus grand quarré 9, , il reftera i <^ J, 
racine de ^, On conflruira donc avec ime^ Courbe du }^ &^ 
Mne du ^ ordre : dans ce cas on multiplie t équation du 11^ 
degré par xr=iO ( on peut aujfi lu multipter par jc — o = o) ,_ 
four quelle devienne du i%^ degré. Si f équation eft du 1 1* dC" 
gréf c'eft la memç chofe ^ mais Jif équation eft du i j*, 14* ou, 
Ij* degrfy à eaufe quen ôtant 9 <fe i j , 14, 1$ le refte eft plus 
srand que 5 , orjkfera ufage de deux Courbes chacune du 4* ordre.^ 
Mais envain od établit unç tellç règle , fi on n^enfeigne 
comment il faut s*y prendre pour cela ; oc ç e(V ce qu'ils 
ç'cnfeigncpt pas. B.ien plus il ne paroîr pas pplTible d*ob-t 
fervcr cette règle. Les équations du lo* & ii* degré fç, 
ïéduifenç au 12^ t en multipliant les premières par x^ =■ o , 
^ les dernières par ^ = o. Soit l'équation du 1 1* degr4 
délivrée de fon. fécond tçrme x* *-f- ax^° -+- B x^ -+- &c. 
S=: o s ei^ faifant x^ ^=^= y ^ nous aurons y** '-\-ay^ x -+• 
^ç. = o ^ équation du quatrième degré. Si l*on fiippoft 



s 



^^ =y » il viçuty' Hr-tfy*jc*-i- ^y*jc-^-&c. == & , qui 
eft 9,m\ du Quatrième degré 5 ainû Ton ne peut obcenic 
ar ççtte ^léthode deu^ Courbes, Tune du troifieme, l'autre 
u quatrième degré , comme 1^ règle Texf^ç. Si on avoîc 
féquationdu i^' dcgfé ap'^-f-a A;**-fr^A:' ^ ^&ç. = o^ 
en faifant *^ ==j^ ^ on auroit^"* -f-^y^ x^ -rt- &c. =Ox 
équation du cinquième degré, C'eft pourquoi par cette mé-. 
(hode réquatioQ du 1 6^ degré ne peut fe conftruirç paç dçiu^ 
4^^atiQ^s du /^ , ^iofi <^ue l'exige la rcglç^ 
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D*aillears on doit faite plus d'attention à la facilité 
de la conlirué^ien qu'à la ûmphcité des équations , & quoi- 
que réquation à la parabole ioit plus (impie que Téquatioo 
au cercle , on doit employf.r celle-ci de pt;éference , à caufe 
de la facilité de fa iefcnprion ; or il arrive fouvenc quç 
des Courbes plus élevées font plus faciles à décrire que 
d'autres moins élevées. Par exemple « la conchoide efl une 
Courbe du quatrième degré , plus facile a décrire que plu- 
fieurs lignes du troilieme ordre. Aiùfi fans nous mettre ea 
peine de ce:te règle , nous allons enfeigner à coollruirè 
toute C(.]aarion déterminée par le moyen d'une Courbe de 
même degré que l'équation , Se de la ligne droite. Pour cela 
on divifera toute l'équation par tous les faéleurs du dernier 
terme , excepté un leul qu'on fera rr y , on décrira la 
Courbe dont l'ordonnée eft y , en donnant fucccffivemcnt 
pluiieurs valeurs à x. La Courbe étant une fois décrite, oii 
inenera parallèlement aux abfciffes une ligne droixe à une 
dilUnce égale à la quantité qu*on a fuppofée = y. L'in* 
terfedion de cette droite avec la Courbe donnera toutes 
}es racines réelles de l'équation propofée. 

iif. Exemple. Soii réquation *^ •— i <2* *' -f- à^ x 
^^^a^h =3 0. Divifant tout par tf*, faifant B zizy & tranf^ 

pofant , j^ai — ^ ^ \^ * =^.y- J^ décris la Courbe 

de cette équation. Pour cela )e prends c B ( fig. 84) pour 
l'axe & le poio^^ pour l'origine des x , &: fuppofant 
x= o , je ttoJmy = o ; donc la Courbe rencontre l'axe 
des abfciffes en a, Suppofant enfuite x =: + ^ , je trouve 
jr = o , donc ta Courbe rencontre encore fon axe auit 
points c 8c B déterminés en faifant ac =ss aB zzz a. Si 
l'on fuppofe X = + xa ^ l'on trouve x = ^ 174 : on 
peut voir par là comment on peut trouver tant d'autres 
points qqe l'on voudra de la même Courbe. De plus le 
troifierae terme du premier membre étant fuppofé une 
ligne d'une grandeur quelconque , les deux autres peuvent 
(e conflruire par là méthode (Sy) ci-deflfus. Suppofant donc 
cette Courbe décrite , je mené par l'origine a des abfciffcs 
& parallèlement aux ordonnées , la ligne am = hi Se 
parceque y == ^ cft une équation à une ligne droite pa- 
r^Uçlç à l'axe dçs x , par le point m je tire m n parallèle* 
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jncnt aux abfciffec , les lignes mp , mq , mn interceptées 
encre le point m & les points auxquels m n rencontre la 
Courbe , font les racines réelles de Téquacion propofée^ 
£n effet , appellant Y les ordonnées du nouvel axe m n , 

on aura Y = y — ^ ^ or les racines de Téquation — — 

— ^ 1- * z= Y = y -— k , répondent -aux points 

auxquels Y = y — ^cfl = o5 donc , &c. *. D'ailleurs 
fi on prend la valeur de y dans l'équation y — k =:: o , 

& qu'on fabftitae cette valeur dans l'équation -t"-^ — r* 

—f- X z=z y ^ on trouvera facilement l'équation propofifc. 

Si on avoir à conftruirc l'équacion x"^ -f- abx^ — f- 

c := o , on pourroit fûppofer c = y, ^ fuppofant d = i , 

. jc^ ^ ^ Jf 

faire y = — -r^ — —r^ 9 ce qui ne change rien , parce 

que i'unité ne divife pas \ or les'ternies de la féconde équa- 
tion foi)t faciles à conftruire pour chaque valeur de x. 

Si Ton fait zz. r le rayon d'un cercle , U zz aïe cofinus 
d'un arc ou d'un angle quelconque p , l'équation r'^ a^=i 
i^ x^ — lor**' -f- j r* je exprimera ie rapport qu*i/ y * 
encre a & le connus de l'arc fubquincuple , ainfî qu'il fuit 
de ce que flous avons dit de la Trigonométrie: Condrui- 
fane cetce équation par la ligne droite & une courbe du cin« 

Juieme ordre, on trouvera cinq racines ^ ^tte de ces racines 
onncra le coHnus de la cinquième parflfee l'arc /^ 9 les 
autres quatre racines donneront ks cofinus des arcs 

4w-|-o 8m+p ii/rt"-4-i7 i6m-\-p , . 
C , C ^ , — c ^ — . — L-X , fti étant le quart 

de la circonférence. A chaque cofinus il répond deux arcs , 
le fînus étant poficif ou négatif; mais dans les cas parti- 
culiers il n'ed pas difficile de déterminer lequel de ces arcs 
cft celui qu'il faut prendre. Si le nombre des parties dans 



m"*' 



^ J^ Taxe m n touchoit la Courbe en an point , il y 
aurok des racines égales, parce que les- points de feâioa 
feroisnt cenfés ./c confondre en ce point. 
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Icfquelles on vent divifer an arc , n'écoit pas un nombre 
premier , on pourroic divifer ce nombre en fcs fadeurs , 
& ceux-ci encore en d'autres fadeurs. Par exemple , C\ on 
vouloir divifer un arc donné en 30 parties égaies , ou 
pourroic d*abord divifer cet arc en 5 parties égales , divifanc 
cnfuite chacune de ces parties en t , & chacune de ces deux 
en trois autres parties, l'on auroit l'arc divifé en Reparties 
égales. Mais fi un vouioic divifer un arc en onze parcies 
égales , il faudroic condruire une équation du onzième 
degré. 

116. Remarque. On peut par la même méthode 
trouver le^ racines réelles d'une équation numérique Sok 
réquatioii JT^ — ix' — |— 3 x — 192 =0 5 faifonstf= i , 
£=3 , e ifz ôc cherchons cnfuite les racines , comme & 
a^ hy c éroient des lignes qui euffeot les rapports des 
nombres auxquels nous avons fuppofé ces lettres égales. 
Suppofant que d eft l'unité de ligne ( ce qui eft permis ) , 
i*ai d =1 i , az=z zd y &c. ;& faifant c=y , je trouve 
les racines de l'équation propofée. Suppofons que les racines 
réelles de cette équation fon^ mp , m q ^ mn ^ les autres 
étant imaginaire^ , j'applique d fur ces racines \ d je trouve 
mp =r:% d^mq rr éd , mn :zi:i^ d ^ je conclurai que les 
lacines cherchées font 1, 6 & if. 

% 
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I . I j E s Courbes Algébriques ou Géométriques ^ 
ainfî que nous l'avons cleja remarqué ci-deffiis , fonp 
celles dont la nature peut être exprimée par une 
équation algébrique entre les coordonnées x ^ y. 
!Mais les Lignes tranfcendantes ^ qu'on appelle encore 
méckaniques ^ (ont celles qu'on ne peut exprimer leur 
nature par une équacion algébrique qui contienne 
le i^pport des coordonnées. Toute fondkion qui 
n'eft pas algébrique éft tranfcendante. Telles font 
les expreffious qui contiennent des arcs , des finus , 
4es coiinus » des tangentçs $ des fécances , des loga^ 
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rîchraes (du moins des quantités variables), certaines 
expreillons qui contiennent des imaginaires qu'oa 
peut changer en des quantités non -imaginaires , les 
expreflîons dans lelquelles un ou plufieurs expofants 
font des nombres irrationnels , comme fi Ton avoir 

y = X . Appelianc y L'ordonnée ^ x l^abfciffcj 
les Courbes dont la nature eft exprimée par le$. 
équations fuivantes font méchaniques ^y=:.a. cof. x 
( cette expiellîon ûi^nifie que y eft égal à Tare a , 
dont le cofinus eft égal à 1 abfcille x);y=. a. fin. x; 
y =3^. tang. X ;y=:acoi.x ;y=:zLx j y'^^i 
/. a:" , / défigne le logarithme. Enfin toute équation 
qui exprimant la relation des coordonnées n eft pa$ 
rationnelle ou ne peut pas être ïeudue rationnelle., 
eft tran{cendante , & rend trai^fceodaate la Courbe 

qu'elle repréfente. Les équationsLj^ = x. >y==^x 
repréfi^nte^ît des Courbes tranfcendantes. M. Lcib-^ 
nit^ appelle Courbes intercendantes ^ celles d^n% 
les Variables ont des expofants irrationnels. Oii 
ne peut conftruire la Courbe de l'équation y = 

X par aucune vwe géon^ctriquei Si nous vou-* 
Ions nous contenter d'avoir \/i par approxima- 
tion , eu mettant à la place de cetee quantité 
quelqu'une des fradions fuivantes | , j , tt» 
57 , &:c. on aura à la vérité des Courbes algébri- 



ques : car fuppofanr y/ 1 =: f , il viendra y =i x"^ ^ 
ou j* =» y% Mais ces Courbes {èront du j* , 
7% 1 7% 4 1 ' , &c. ordre j de forte que ^/mç peut 
s'exprimer exaftement que par une fraftion donc 
le numérateur & le dénominateur foient des njg>n>- 
bres infiniment grands ; ainfi cette Courbe eft cenfée 
d'un ordre ijifini , & l'on. ne peut la regarder comniQ 
algébrique* 
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Si on vouloir conftruire cette Courbe , on le 
pourroit par le moyen des logarithmes : car les 
logarithmes des quantités égales étant égaux , l'é- 

quation y 'ssss, x donne Ly = /. x rrv'i./. x* 
De ce qu"e /. y c= V 2. /• a: ^ il fuit qu'en multi- 
pliant le logarithme de chaque abfciiîe par j/ 1 , 
on aura le logarithme de lordonnce correfpon- 
dante. Ce logarithme fera connoître l'ordonnée , du 
moins par approximation. En fuppofant les x poli- 
tifs , fi a: = o , on aura y -=. o\ fi a; = 1 , , on 
aura ^ = 1 * comme cela eft évident. Si a: = 1 , 
Aj = V 2. /, 2 = 0.4257274, à-peu -près ; donc 
y = i.66^iS6 y à-peu-près. Si a: = 10/ on aura 
Ly = 1.41423 5 (j, à-peu-près , & y= ^5- 95^ > 
à-peu-près. Mais fi on, fuppofe x négatif & = 
— I , —2,-^3^ &c. on ne peut pas définir la 
valeur dey. 

Si l'on fuppofe v'2 s= |- , l'on a (— 3)*=» 

|/ — 17 , quantité imaginaire ; mais fi vous fup- 

pofcz 1/2 =: I , vous aurez \/( — ^y , quantité 
rteile ^ de forte qu'il n'eft pas poflîble de trouver 
les y correfpondants aux x négatifs , parce qu'on 
n'a pas droit de fuppofer Vi égal à une fradioii 
dont b dénominateur foit impair , plutôt qu'à une 
fradion dont le dénominateur foit pair. 

2. Nous avons dit ci-delTus que certaines expref- 
fions qui renferment des imaginaires pouvoient 
quelquefois fe réduite en des quantités non-imagi- 
nairesi Soit x un arc pris dans un cercle , dont le 
rayon «= i , on aura le finus & cofinus d'un arc 
d'une multiplicité p par les formules cof. p. x zz 
( cof. AT-f- \^ — I. fin, xY -^{cof.x-^ ^ — i.//jf. xY I 
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ic Jin. p X = 

( cof. X'+- ^—i.fin. xY — ( cof^x— V — I. fin, xf 

1. /(— I) 

Si l'arc X eft fuppofé infiniment petit , en fuppo- 
fant p infiniment grand , pour avoir un produit 

fini u , on aura px = r< , x == - , fin. a: = - , & 

P ^ P 

cof. AT = i , parce que le finus d'un arc extrêmement 

petit eft cenfc égal à cet arc , tandis que le cofinus 

d'un arc infiniment petit eft cenfé égal au cofinus 

d'un arc :=: o, Subfti tuant ces valeurs de fin. x Se 

cof. X dans les formules ci-deifus » nous aurons 

col. px:=. col. u = ■ 

(■^;,-y-(.l|,-.y 

& fin. « = 77 r • 

Suppofant c égal au nombre dont le logarithme 
hyperbolique eft = i , nous aurons c'^ = f i + -) , 
ainfi que nous allons le prouver dans un moment^ 
& faifant :f*= u ^/(—i}, on trouvera i -|- - 1/(— i) 

=(i-i)'' = c— î _.^-«V(-0. donc nous 
aurons cof. a =s lîl '. 

& fin. u— ; — , quantités 

xy'C-— I) ^ 
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réelles , toutes les fois que l'arc u eft réeL En ôtant 
les fraftions de ces équations , les ajoutant enfuite , 
tranfpofant, divifant par 1 , fubfticuant N au lieu 

de Cy Se pi[ 2i\x lient de u , on aura N 

=: cof. i' î +ï/("*- i)- fiii'i' î i "^^is en faifant p :{=: 

, on auraN a ^ ' ::=• col. \- yi--' i }• 

fin. • Si on avoit retranché la féconde équation 

de la première , on auroit trouvé N a ^ ^ 
c= cof. r — ^ — {,/( — i). fin. ^.Ces équation» 

nous ferviront dans la féconde Partie de cet Ou- 
vrage (Sedion i^ïi" 190). 

Nous avons fuppofé que c~ s= ( i4- - j 

, H- ei H. ^d^:Zi)jl H- tlEZllfclili! &c. en 

effet , puifque p eft fuppofé un nombre infiniment 
grand,/?— i =;?, ;? — 1 = ;7, &ca & alors c"~"^= 
I -h r .-^ — -f- ^^ &c ; car felofïjpe que nous avons 
dit dans les Courbes algébriques (47) c'^ = i + if 
-H — -+- — &c. Si donc on fuppofé \ un nombre 



^•3 



t K? 



négatif , on aura c""'^ = 1— r+— -—— &c. 
On voit par- là que les Courbe* reptéfentées parles 

équations y c== ■ , & 
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cendantes y car la première équation cft la même 
que y = cof, x (cof. x déiigne le cofinus de Tare x) , 
la féconde eft la même que y = fin. x. De même la 
Courbe de réquarion^=cof. /.;c eft cranfcendante, 
cette expreflîou fienifie que j^ eft égal au coûnus d*uu 
arc égal au logarithme de labfciire x. , 

}• On appelle logarithmique une Courbe iAbmtt 
( fig, I ) , dans laquelle les abfciflès at ^ap ^aq &c. 
étant fuppofées en progreffion arithmétique, les or- 
données correfponclantes fonten^ptogreflion géomé- 
trique \ aind'les abfciiTes correfpondantes feront les 
logarithmes de ces ordonnées. Si l'on prend l'or- 
donnée a b pour Tunité , les nombres pm ^ qn 
plus grands que l'unité, auront des logarithmes 

f)oficirs 5^ mais les nombres P M plus petits que 
unité , n'auront que des logarithmes négatifs a P. 
11 eft vidble que les P M allant toujours en dimi- 
nuant , les û P augmenteront i l'infini *, donc Taxe 
de« X eft Pafymptote de la logarithmique , dont i'é- 

quation eft x=s:lf.l,'^ , / défigne le logarithme 

hyperbolique. Suppofant que c repréfente le nom- 
bre dont le logarithme hyperbolique = i ; en 
multipliant par /. c = i , l'équation ci-delfus de- 
vient a:. /. c r=: A. /. ^ ou r i. c sBCi I.- . ou en 

ah tf 

X X 

ôtant les logarithmes , c^ == ~ , ou y === ^ . c^. Sx 

on fubftitue à la place de x des valeurs i , i , j &c. 
en progreflîon arithlnétique , les valeurs fuccef- 
fîves de j feront en progreflîon géométrique. 

4. On 
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, 4. On peut rapporter aux Courbes qui dépendent, 
des logarithmes, celles qu'on appelle exponentulUs^ 
parce qu'il entre des expofants variables dans leur 
cqi^ation : Telle eft la courbe de l'équation^ = x%. 
<ette expreffion indique que les ordonnées font pro-: 
portionnellesaux puillànces AC^es abfciflès^v. De cette, 
çquation on tire l.y -==: x. L x. Suppofant jp = o, on a 
yz=. 1 ; (îx= I, ronay= i.Si^=z ,^ fera= x* 
qP4 j fi X =K j , on à^ s=*:^/ «s= \ ^=27 , &c. Donc 
en prenant V^{c\S^ac±=^x=aLi (fig. z), Vgn aura, 
y :5= c// = I , on fuppofeque les x^ pris du côté 
de c font pofitifs; Entre a & c on a at < i j de 

forte qu'en prenant a ^=: 7% il vient j = -y-^Sup* 

pofons maintenant* a g s= — x ^, l'on aura y =e=ï ' 

C-^^)"* = — ^— . Si ;c=:- I , on auraj^rz^i ;. 
. ( — xy ^ 

doncenfuppofant^ ^== — i , Ton aur^ l'ordonnée 

^ g u ==-^ r , & Je point u apparriendrà à la Gourb(r." 

Si' a: zr — . 2 , Ton a ^ =ç. ^< ; jaohc à l'abfcifTe aftn-^ x 

il répondra une ordonnée p6fitive//7z , mais aucune; 

négative. Si l'on fuppofe-que les abfcillès négatives. 

aillent en croiflant félon la progreffiorii , 2 , j , &c. 

& qu'on prenne leurs ojîdQnnées in&ninie^t proches . 

les unes aos autres , l'on aura des ordonnées alcçrna- 

tivement pofitives & négerives., dont les extrémités 

formetonr des deux: côtés de l'axe',, une^iiifinité de 

points réparés les unsxles autres, qui ne formeront pas. 

i^ne Cqurbe continue , mais, qui donneront l'appa^ 

rence d'une telle Courbe jT c^te fipgulîirité n'a pas. 

lieu dans les Courbes algébriques. Voyons fi ces 

fôirtes*^ de* pointa ont lieu du' cote i^s x pbfirifs. 

Suppôfânt Ar= "î , l'on ' a y 'i= ^*-^ \:àohcï l'atn 
Tome. IL. . . /. ^.K JJL' /•; . .. 
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tàÛk aq =:^j y il répond deux ordonnées égales 

Îf n , ^ N , lune pofitive , t'aucre négative ; & ea 
appelant fucceffivement xzz i. ^ i , | , i , &c. J , &c; 
on verra facilement qu'aux fraâions de dénomina- 
teur pair il repond deux ordonnées , Tune pofitive 
& l'autre négative , tandis qu'aux fraâions de dé- 
nominateur mi pair il ne répond que des ordonnées 
poûtives j donc du coté des x pofitifs ^ la Courbe 
m au-deifous de Taxe une infinité de points féparés 
les uns des autres. 

5. Venons aux Courbes dans l'équation* deC* 
quelles il entre ouelqu'arc circulaire , ou quelque 
^xpreflion dépendante de cet arc : telle eft Téqua* 

V se 

tion T = ^ £n. <- } de forte que lordonnée eft propor- 
tionnelle i Tare a dont le finos eft égd à VahfaSk — • 

mm 

X caufe qu*au même ûrm rr il rép9nd une ipfi« 

nité d'arcs , l'ordonnée >^ fera une fenâdon infinie 
6c coupera la Courbe et) une infinité de points. 

Soit j le pluspptit arc corf/^fpondanr ai; fims — yn\z 

demi-circonférence, les valeurs àty (en faifant ^=1 ) 
feront les fuivantesj, n— .j, i/ï*+*»f, j/ï— j ,4a 

— 4/2 + j , içc. Prenant donc CaB (&g^ 3 ) pour 
r^xe & le point « pour l'origine des abfcitfes , ft 
faifant x:siOy lès ordonnées y letonv ft A^ a A^^ 
&c. ai y a'if y 8ca Parceque l'arc correipon* 

dant au fînus -• s» , eft »:53 /i , in,^ ^c. ^rr « 9 

-7 2 « , &c. , Tappliquée correfpondmte à. l'îiîfcifle 
a V coupe la Courbe en une Infinité de points 
m, m'y &Xk M , M\ Sec. Se Ton aura imeinfi^ 
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liitc d*oitdonnces^ tzzPm^gzh s ^Po/ z:i A. (/ï— j)^ 
&c» de forte que la Courbée fera compofée d'une 
inâairé de partions femblabies* En fuppofant aB 
s=,a A=/z , &, fcs I > les intecvales ppy ff feront si 

i . /2 'Si Ton ïuppofe a: = c, Ton aura - = )[ j donc ^lors 

le (Iniis correspondant aux points fi & G fera égal 
au rayon qu^on fUppofe = i^ or le rayon eft le plus 
grand des rfinus \ donc l'ax. des x eft terminé aut 
points B & G. 

M. Z<i^/i^/iç appelle cettS'Gourbe/i^^ 4^^!^^ , 
parce ^ue par fon moyen on trouve aifement le iinus 

d'un arc quelconque. En efïèt puifque ^ = ^ fin. * , 

on aura réciproquement - == fin. a. -> Si on fup« 

pofe c= ^ =zitG =<:B = 1 » labfciflfe a P = ;r fera 
jégale aufinus de Tarc^ ; & fuppofant queyénPm 
pft l'arc de lo degrés , tf P.ieta le finus de lo .de^ 
grés.. 

Si onfuppofe 7 =s= - — ~ pn aura -^cof. a^^t 

aînfi l'on a en mème.cems la ligne des cofinus. 
Enfuppofanty =r tf. rang, x nous auron^J'^quAtion * 
d'une courl^e tranfcendante qu on appelle là ligne cies 
^ngenres. On aura mffi U ligrie dcsirptaneentçs. ^ 
failant y =: cot. <ï. x ; celle^des fécahres eh fàlf jnc 
y £=: fée. a. X ;ic celle des cofécinic;! en fuppofanc 
y = coféc» tf. \y. .' ■ ' 

.6, Si on dtvife la cireènférence d'un cercle 
(fig- 4) auflî'bien que fon r^on en un ttifefte nctn- 
bre de parties égales , & qu'ayant tiré des rayons 
4 tous les points de divifion de la circonféreiKé , on 
f i^nê foc le rayon û:b éofrefpeiidaiit à la premier^ 

X X 
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^viiioa^ la ptémiere patcie c /n du rayon , la feconcle 
fuc le fécond rayon ce y &c. & qu'on fafle paXIèr 
une Courbe par toui les points ainfi déterminés , 
en fuppofanc ,qu on a divifé b criconférence auffi- 
bien que le rayon en une infinité de parties , on 
aura la Courbe cmpna qu*ori appelle //^irafe d'At^ 
tkimcdc. On peut concevoir cette Courbe formée 
par le mouvement d'un point n qui coule fur le 
rayon de c en ^ & le parcoure uniformément , ran- 
dis que Textrèmité g du même rayon parcoure la 
circonfétence d'un mouvement uniforme. . Si ou 
fuppofe que le point g étant de retour en ^ on aie 
décrit un cercle d'un rayon double c ^ , & que ce 
taydn faffe encore une révolution autour de c , 
pendant que le point n parcoure aq ^ l'on aura 
iine féconde fpirale , qui ne fera que la conti- 
nuation de la première \ on peut en continuer la 
defcription , en fuppofant enfuite un rayon triple , 



abiah ga^ oxxy : r : :x: c; donc cy = rxi telle eft 
J'équation^e cetœ Courbe. Si on fuppofe cmz=:yi:z 

-, il eft vifible quea 5 = * fera= -= l'arc de ^o''. 

r ' c 

Si Pon prend 1?^= y == -, on aura Ar=--=:rarc de i2o\ 

Ort peut voir par-U que ceite fpirale peut fervîr a 
divifer le cercle en un nombre quelconque de 
parties égales.^ màis.la diiE^ulté coniîfte à décrire 
xette Courbe d'une mÉM^iere exaâe. 

Si on. fuppofe quç ^^ : r" : : or" : c" , ; on auta 
<«j'"»«=a r*x", équation aux fpirales d^ tous là 
^ï^^.-ÇjQi fpirales. Ççf^t nommées ^pamMi^cf 



.c. ♦>. 



/ 
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lotique m Se n ibnt djes nombres pofitifs» içhypet'^ 
boliqucsXotÇq^wt Tu» des daix éxpofahts eft négatif» 
& il ^ vifible que fi c , r ,. x , y exprinioieat des 
lignes* droites , i'éqaarioii feroic auiL paraboles dans 
le premier cas. , &: aux hyperboles, daiis le fécond 
cas : On fuppofe dans le premier cas que Ton des ex« 
pofans m^oxin eft. différent de l'unité. £n fuppofanc 
in = + i , & /i = ~ 1 ; 5^ faifaiu rxc=z a? ^ l'on 
.îuira y^ = cl?' ,. éqi^ation qui défigne uncfpiralt 
hyperbolique ( on la défigne communément par le 
nomdejpirale hyperbolique , & noug lui donnerons 
le même nom dkns là luite de cet Ouvrage)^ Dâ 

réqtration y^x = « * Pon tire j s=s — j. dbnc pour 



a^ 



tmc autre ordonnée j''^. Ton aura j<' = -7 ; ainfi 
J^ î y : : — • -7 ;! - • T : t ^ - »i c'eft-à-dire 

X X X, X "" 

que dans cette Courbe tes ordonnées font en raifon 
iaverfe des abfcifiès^ çiais ces abfciilès font cir- 
culaires 2c proportionnelles à l'angle que décrit le 
5 oint n pendant 1^ mouvement du rayon cg. Donc 
ans la ipirale hyperbolique les ordonnées^font en 
raifon inverie des circularions^^ c'eft-à-4ire> quefi 
le rayon fait deux ciixulations^, l'ordonnée corref*- 
pondante â la première fera double du rayon cor* 
refpondant à Ut feconde \. Se par conféquent le^ 
rayoA correfpondant i un angle fous-double * fera, 
double du rayon correfpondant à un angle double. 

^ Si on imagine ua arc de 30Q dcgsés , on pcùc concevoir 
qa*ane ligne a tourné amour du centre de cet arc» de ma^* 
niere que foa çxcrémité a décric cet arc oa uo- arc ég'ak 
au triple d'un arc de 100 degrés ; c'eft-à-dire ». plufieurs 
arcs q^ui valent eufemble 30& degrés. Si l'arc décrie cik. 
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• Pour décrire Ici fpirales , il faut trouver la valent 
de l'arc correfpondant à chaoue rayon , après quoi 
on les décrita aifémenf par des points » comme fi 
elles Croient algébriques y Se cela d*autan*t plus 
exaâemenc que Ton prendra des valeurs de ces 
trcs plus exactes. 

7, En fuppb^ant que s reprcfente un angle 
quelconque , ou l'arc qui mciure cet angle pris 
aans un cercle dont le rayon = i , la Courbe dc£^ 

gnée par j =« /2. L, ~ eft appellce fpiralc loga-^ 

rlthmique^^ Dans cette Courbe ( fig. 5 ) les angles-x 
autour du point C , ou. les arcs pris dans la circon^ 
férence dont le rayon = 1 , & qui font proportion- 
nels aux angles s , font proportionnels aux logs^ 
rithmes des rayons y Si Ton luppofe ^ = 1 =1 a , il 
vient sz=tl.y ; donc en fuppofant les ang/es ^ , ou les 
arcs dont nous venons de parler en progreffion arirji* 
métiqlie , les rayons cprrefpondants ( que je fup-» 
pofe repréfentés par CA , C /? , CB , &c.) feront en 
progreflion géométrique. Si C A repréfente Iç rayoh 
(que je fuppofe = i) du cercle générateur , il eft vifi- 
ble qu'on pourra prendt^efitr ce rayon une infinité de 

}>arttesr en progreflion gébttlétrique décrbîflantê ; de 
brce que la Courbe fera ithe infinité de révolutions 
autour du point C avanfde parvenir icè jibinr. Qb 
pourra auffi prendre les- rayons G A > C nf ^ tcc en 
, progreflion géométrique afcendante. 

C'eft une propriété de cette Courbe que tous fés 
rayons C/w, C/2 font âVëc elle des angles égaux^ 
Pour le prouver foit l'angle KQm =ï= s y, le rayon 

de j^ft*'-:f- loo* 3z 4<»o* , îl mefure un certain nombre 
'd*anglcs qui valent cn(cnablc 4^0*^* &]*appclk leur foxnriw 
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C mzzy j par Tcquation de la Courbé, stik =zn. L. *^ , 

Qu — * =L.^ , ou en multipliant le premier mem* 

bre par I.c sz t ^^-r^Lc isss /.^ ^ & faifant difpàf- 

route les logarithmes, c^ ss*^ , ou y sss ^ c7»Pre» 
nant enfuice un angle plus grand A C/i s^ 4* ^ i 

on auraC/2 s=s y s±a,cT"=:tf.câ. c«. Du cen- 
tre C avec le rayon Cm décrivant un arc ml qui 

fera = ^« *, on aura /?/=:: C /i — ' C/» = a. c» x 
(c}-.i)j or c7 = , + ^ + J^ + ^+S^c**, 



Donc c« — i=-H — ^+--^ — ~&c*:amtt«/eft=a 

t f u tt*- ^\«. i^A ml . 

acn* ï - + ^-r + ^^* ]• P^ confc<|a«nt — =s 



— — ,ett 






H x.nr 2, j^rt' - " xji ' a. j « 
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* Car le rayon Cm eft à i*arc m t, comme le rayon i cA à Tarç 
^wimckLs^i'sin^cmCi'yûitAiiuiiy: ^ zzy usstmf. 

♦♦ t^Qus avoni^ Ttt (i) que c^ = t -+• ^; -f- ^^ êcê. } 

U PU 

ionç en fappofaiic ç 5=s - , on aura c^ =: x -+• - H-^ 
— , tH &c 
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mulripliant le numérateur & le dénominateur par n, 
& les divïirant par u. Mais fi l'on fuppofe Tangle 
fn C n infiniment petit , la portion m /i de la Courbe 
ïera cenfée fe confondre avec la tangente au point n; 

c eft pourquoi en failant niilmllii — y on aura Ja 

tangente de l'angle fait par la tangente de laCourbe & 
le rayon C/2, en luppofant le fihus total =i. Donc fai- 
fant tt = -i-, la tangente de l'angle m nC deviendra 

— B=s n ; ainfi cet angle 



00 

n 



o , o », 
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cft conftant. Si l'on fuppofe n = i , cet angle fera 
demi- droit, parce que la tangente de 45^ cft 
égale au rayon ,. qu'on fait ici = i. Dans ce cas 
la fpirale logarithmique eft dite- demi-droite. 
. 8. Si on divife la circonférence d'un qua^rt de 
cercle aie ( fig. <î ) . en plufieurs parties égaies , 
êc qu'ayant mené des points de divifion , des rayons 
au centre du quart de cercle , on divife le rayon la A 
en un même nombre de parties égales aux points 
* , ;?, k y Sec. & que par ces points on /mené des 
parallèles au rayon b' c jufquà la rencontre des 
rayons */ , b g y b s ^ \z Courbe aimno ^ qui 
pailè par les points de rencontre , eft appellée qua- 
dratrice de Dinoflratei^. Par la nature de cette 
Courbe l'arc as, eft à la circonférence ase ^ comme 
l'abfcifle ^ A eft au rayon a b. FaifaAt donc Tare 
as z= X y la circonférence afc = a , rabfciffe 
ah-suy^éa le rayon ab = r., l'on aura ;»: ia\ ly:r; 
donc dans cette Courbe on aura rx sz ay. Pour trou- 
ver le point où U Courbe rencontre le rayon ^f, 
on fuppofera la ligne b k infiniment petite , Tare gc 
fera auflî infiniment petit & pourra être regarde 
comme ijne partie infiniment petite de la tangente 
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au point c, tangente qui , par la propriété du cercle, 
jcft perpendiculaire au rayon i c. Cela pofé lés trian- 
gles femblables/t/2A,^Â c^ donnent bci kni Igc: 
À b. Maiscnfuppofant la ligne kb infiniment petite, 
le point n eft cenfé fe confondre avec le point o ^ 
àt forte que kn =zb o* De plus par la nature de la 
xjuadratrice ^ gc : kb : : afc : ab** \ donc à c = 
ab : b o II afc : a b y on r : bo II a : r y d'où 
l'on tire bo X a == r* , ou a : r : : r : Ao , c'eft- 
à-dire que b o eft troifieme proportionnelle à la 
circonférence du quart de cercle & au rayon j & par 
conféquent la circonférence du quart de cercle eft 
.troifieme proporaonnelle à la ligne bù ÔC- au rayon. 

Corollaire. Donc fi on pouvoir ttouver géo- 
inétriquément le point o , on trouveroit auflî géomé- ^ 
^triquement la longueur du quart dç cercle , & en 
"quadruplant Ton auroit la longueur de. la circonfé- 
rence entière , d'où . dépend la quadrature du cer- ] 
cle. Mais on ne peut trouver ce po'uit géométrique- 
ment : car en iuppofant k n infiniment proche d^ 
h c , cette ligne ne peut couper le rayon b g lorf- 
que le point g fe confond «avec le poiiit c , parce 
* que kn y étant parallèle, i.bc y eft alors parallèle 
"k b g y ou fi l'on veut , parce que k n fe confond . 
alors avec y b g 3c bc. 

9. Si on fuppofe que le rayon a b (fig. 7) fe meuve 
le long de b c parallèlement à lui-même,' de forte 
qu'il parcoure le quart de cercle adc dans le même 

^ A caufe. des angles droits en c 8c en A: , & des an- 
gles alternes internes knb ^ nb c. 

. ^-H- Car a k 6c a g étant des parties feiiiblables du rayon Se 
du quart de cercle par la nature de la, Courbe ,^ les reftes kb- 
"^ gc feront au^H des parcieé fehablables du rayon & du 
quart de cercle ; aiais par la natune de la Courbe r : a :z 
ka i agi donc kb i gc : i r : a y qxl gç i kb x : a \ r. 
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cems que la ligne p m teftanc toujours parallèle à 
t c , parcourrera là ligne ab\^e manière que Ton ait 
toujours la circonférence adc dn quart de cercle : 
ûdll a t i ap ^ la Courbe qui parfera par cous le$, 
points' /B d'ïntcrfeAion des oeusi droites /</, pyn^ 
eft appellée quadraerice de Tfckirnaus , qui Ta in* 
ventce à riniitatiori de celle de Dinofirate. Faifant 
ûd c = a ^ adzrz x ^ dp ^^ y ^ ab 'zz r ^ noui 
jiurons a i- x ^'t r \ y ; donc Ton a dans cette 
Courbe rx'=:^ay. 

Si Ton veut avoir une équation différente pour 
la quadratrice de Tfchirnaus , on remarquera, 
que p m ae= o </ eflr es= fin^ ^ , & que par \k^ 
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quacion rx^ass. ay y lonayssea^ =-~ j donc 
^ /7 = r ^ ^-H Mais le triangle it&mglcp m b donne 

( en fuppofant ^ m = :f) j* = (fin* y)* + w— -:)* 

ou tf* ^ =s tf\ (fin, x)*»\^{ar'^r x)*. 

Dans la quadratrice de Dmofirate (fig. é), en tirant 
s rfparalleleà bc^ K^xa^sdztÇm^Xy bd:=LcoL x ; & pat ^ 

réquapon rx z^ay ^iX vient j' = aA = ~ ; or les 
triangles femblables bsd^ bih donnent bd ibs:t 

T X 

hhx biy ou cofi xirllr ^::j> en fuppofaJnC 

i i sssr ; donc r a= i - ^» Cependant cette 

• . tf. ce»/. AT *- 

équation né feic poiht trouver le point o ^ car ea 

raiiant xzsa ^ Ion a r = ■ ■ =^ -^ , equa* 

lion qui n'apprend rien , ce qui femble prouver 

rimpoffibilite d*avoîr le point o géométriquement* 

lo; Si fur la droite ^t B on fait rouler un cercla 
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^aM)[ { %• 8 ) qui la touche d'aboifd au points , ce 
point en Faifant an tour entier décrira par un mot^ 
vement compofé du reâiligne & du circulaire une 
Courbe a e B qu'on appelle cUloède ou touletif^ 
La droite ^ B fe nomibe k bnfâ , qai eft éiiêkvo^ 
ment égale à la circonfétience du cercle aillant , 
dont tous les points s'appliquent fucceilivemenc fur 
cette ligne. La perpendiculaire ft tirée fur le milieu 
de la bafe <z B & paflànt par fbn fommet /, s'âppetle 
Y axe. Le cercle rodant a M :f, ou d^^ qui dble 
même dans toutes les fituations^^ s's^peile le cercle 
généraieuf. 

Si le cercle génë^clMir eii roulant imiformémeiic 
eft fuppofé être pairvénu dans^ la fieucm(ki 4fc:)^ » il 
^ viable que tous kr^ points* de . l'aife ^ 4if s^'étarït 
appliqués fucceffivement fur ad y on a Parc de S3 
tf d. Si par le point c on tire c/ parallèle à Ba ^ 
Te^aTc^^/, cV/, côniptilj êâtre les memei) pàiàllbles» 
ièront évidemmem ég^ux , ^uffi-bi^n qUe leuts 
Cordes y qui font é^^â^fâ^nt iAclinée^^àitt taiïgeftte 
commune ^/, & par tonféqkient f^fallêW eht^ 
dllôsj donc cgfd m^xin p^aUéldgtamm» 6t i/ 
£= c^. Mais la bafe^B étant égaie à la cihHMI^ 
rence entière du Qétc\t ^néi^tdur , fa moirif d/ 
doit être égale à lad^mi''cir%)fl£<lrertce /^ r. D^atli^ 
côcé l'arc de eft=tf ^=/N^; donc df:^cg :=sgP t^; 
aînfi l'ordonnée c'-g^(y)^fr égale a Pabiciflb circu- 
laire^ P t^ssax ; de fortèque danij lacycloïde l^c» a 
^ =%c. Si l'on fait la dertHKirc^tlférence fgt =^,- k 
demi bafe = A , Ton aura tdujburs. h : a:: y : s^; 
donc kxzsiay.Sï l'on filppôfe que C : D : : at :y', 
on aura une cycloïdfe , qu'on appelle altongée loriP- 
que D > C & accoticcie dans le cas contraire ^ ainfi 

l'équation de ces cycliudes fera^ = ~» 
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Puifqae les lignes P Q > n q font égales â.ux arcf 
r P , r /ï , fi Ton mené q r parallèle à PT cajigejite 
du cercle , on aura ^ r = /i P =:^ Q r , & le triangle 
X^rq femblable iqnT ^ fera ifocclle \ donc PQ 
B= P T. Mais l'angle DPT extérieur au triangfc 
QP T eft double de T QP i donc fa moitié r P D 
. (car Tangle T P D a pour mefure la moitié de Tare 
PrD, &rPDa pour mefure la moirjé de r D ^ 
ou de / P ) eft = T QP i donc la tangente QT de 
la cydoïde eft parallèle à la conle corrèfpondaiite Pr 
du cercle générateur. 

Si Ton veut rapporter le point c de la cycldiàei 
Taxe r/en faifant ckz=:y , on remarquera que c k(y) 
~c^ -f-^it = r P^-f ^;t = a: + fin. AT. Et pour les 
cycloïdes allongées ou accourcics , Ion aura y =3 

-jr -+- lin. X. 
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Remarque. En fuppofant toujours ^ P r = a: & 
C5=:y , fi l'on fait C" : D" : : x" ; y\ ou C">'« = 
' X" , on aura des Courbes que nous appellerons 
cycloïits de tous Us ordres. 

II. Si Ton imagine qu'un fil enveloppant la 
demi-cycloïde rf m A ( fig. 9 ) fe développe fuccef- 
fivement , en forte que lextrêmité d de ce fil décrive 
JU Courbe dnh y il eftf évident que chaque partie 
du fil tendu ( que nous appellerons rayon de k 
développée) eft toujours égale àJ'arc correfpondanc 
de la Courbe; que lorfque le point décrivant eft 
arrivé en h après tout le développement du fil ,^lor8 
ce rayon eft égal à la demi-cycloïde V /tî A. fl eft 
vifible que l'extrémité du fil décrit à chaque inftant 
un arc circulaire infiniment petit 5 fur lequel le 
rayon correfpondant /n « eft toujours perpendicu- 
laire , & que la Courbe dnJitSt compofée de Taf- 
femblage d^ cous ces petits arcs. E>e plus le rayon 
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n^nQ^ toujours tangente à la dèmi-cycloïde dmA^ 
n'étant autre chofe que le ptolôngement rediligne 
4'un arc infiniment petit (de la Courbe) fituéen m^ 
arc qu'on peut regarder conime une ligne droite infi- 
^itiment petite^, donc par la propriété de la cycloïde 
m n c^ parallèle a la corde dp. Maintenant fî on 
fuppofe que la Courbe dnk eA une demi-cycloïde 
égale à la développée dm A^ on aura mn perpen- 
diculaire à la tangente /zT j or /z T eft parallèle à,ik^ 
ainii /2 ^ eft parallèle & égale à /i. Mais l'angle lig 
zszngd eft =^ dp ; donc les arcs pop ^lHAi (donc 
les moitiés mefurent les angles g dp ^lig) font 
égaux auflî'bien que leurs cordes y ainfi / i == n g 
«p=? dp sssgm ; donc mn »s: dp ■+- /iç ^ eft =2 
1 dp ; c'eft-à-dire , que le rayon de la développée 
^ft égal au double de la corde Qorrefppndante da 
^rcle générateur ; donc la demi-cycloîde eft double 
4u diamètre du cerqle générateur , & la éycloïde^ 
içntiere eft quadruple du même diamètre* 

Remarque. Nqus avons fuppofé que la Courbet 
4 n h eft une demi-cycloïde égale à la développée 
4m A y or cela eft en effet , car fuppofons que 
dnh eft une Courbe différente , dans ce cas en 
décrivant une demi-çycloïde qui pallè par le point d 
îctdont la demi-bafe {bit ^ i = B A , on auroit deux 
Courbes différentes qui auroient ie point d corn- 
Sftun & fur lefquelles tous les rayons m n feroienc 
perpendiculaires j or cela eft impoffible : car alors 
ç6us les petits arcs dé ces Courbes fîtués fur les 
payons m n feroient parallèles , & par çonféquenc 
les arcs fîtués en d le feroient aafu. Mais ces arcs 
fe côilfohdent ^n d ; donc ife doivent fe confondre 
far ' tout i donc ces deux Courbes ne font pas 
4ifférentes. 
: • CoRÔ4iUiiR£ h Zf vus venons 4^^ voie que m n 
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tangente de la demi-cycloïde d A tvL point /n étoic 
parallèle à la corde dp; donc pour mener une 
tangente 4 une cydoïde au point m , il fuffita , après 
avoir tiré l^otdonnée mp 6ch corde pdy de mener 
la ligne m n parallèle k la corde p d. Donc (fig. S) 
pour mener la tangente cA au point c de la cycloide 
ac tB yon tirera /ordonnée c ^ , la corde corref- 
pondance gt ^Sc la ligne c h parallèle à cette corde 
iera la cange^ite demandée. Mais Tangle infcrit 
fg t appuyé £ur le diamètre // , eft droit ; donc 
fangle dch <lont les cotés font parallèles à ceux 
de ronde /^ ^ > ^^ droit aiuâî , & la ligne de qA 
perpendiculaire fiiir la tangente < h. 

CoROLLAiic£ ii. Si l'on attache un corps i 
Fextrèmtté M du rayon r M de la développée c B 
( fig. I o ) , qu'on fuppofe une demi-cycloïde , le* 
corps M parcourera la demi-cy clo'ide B M/ pendanc 
k ^iéveloppement de la demi-cycloïde ce B. ÎAf 
même corps f>ai:courrera l'autre demircy loïde /P A 
pendant que 1^ &l </ enveloppera la demi-cy cldide 
cTA* SidoAci:À& cBibnt fuppofées des lames 
^4oïdûles , le pendule cf pourra ofciller dans 
Une cyclcïde B/A. 

II. Problème. Trçuver le temps de la defcrîption ttun art 
épulconque M fpAnm corps M mts en mouvement par fa feule 
gravûJ dans un m^'te» /ivrf riji^ma. Suppofant , comme 
Qfi le dÀPQQtrc ça M^cîhtsuwic^ , ^^e jlfis^e mps font , c^oïsmc 
Içs racine; .des bl^Mceurs y^rtic^lç^ p^rcpurues dans la def- 
cente ; que les vic^JTes actjaifes ïonc dans le même rap- 
jtort ; que ces vîteifes (bot les m^mcs loriqu'an corps cfF 
tombé iibremehc le ioiig d*mi pkin J^enical Lf^oa d'aa 
plan incliné//^ (ou du plan Courbç.M/*) de même hauceur* 
on aura V^( L/) prpportionneUe> la vueife dan&gf; &fi 
le point g eft fuppofé plus prçs da point/, V (Irf fera 
encore proportionnelle à la vuefTe^dans là noàvehé corde 
correfpondaqte : ojr les cordes /g Cpm^ toujours paratlelef 
eux arcs élémentaires ^rjFe(pon4»]kS'de4a<fcleMie-/ comme 



ÇOUHBBS TrANSCÇ^DANJÇS^ JJ5 



X}n peut le conclure de ce c|ae nous renom de dire (it) ^ 
ec font les moitiés des arcs M/; donc ces vîtciTcs ou les 
V(L/) font toa|ours fes mêmes pour les points g des 
cordes gf & les points M dds arcs correfpondai^cs. Mais par 
Ul propriété du cercle . DfzgfiZ gf: If (voyez la Géo« 

métric) ; donc L/=s=i^ , ou V (L/) = ^^=. 

^M 

«dans la cycIoMc M /font comme les ^/r/A > o" (à caufe 

de la confiante iVC^/) ) comme les j'/'; c*eft-à-dire ^ 
'que les viteHes font comme les cordes 9* & par confèquenc 
comme \ts doubles de oes cordcS , ou comme les arcs Mf; 
<tonc les vicclTes font comme les efpaces parcourus s fie 
partant les arcs M/ grands ou petits (ont parcourus en temps 
cgauz , ce qui eli une belle propriété de la cycloïde. 

Des Problêmes Méchaniques. 

i^. La folutïon dun Problème cfi méchaniqut lorfqiioit 
emploie une ou plujzcurs Courbes méchaniqucs pour û ri'*, 
foudre. 

14. Problème I. Etant donnée une ligne a , eti 
trouver une autre x qui fait à la ligne a comme 4» ; a* 
Suppofant décrite une logarithmique /i ^ M (•%. i) , cher* 
chez fur cette ligne une ordonnée a& === a , Si une autre 
ordonnée plus petite PM que vous fuppoferez r== a^ ~ i, 
prenez ap ca forte que l'on ait P/7 : <2 P :: xn : x , l'or- 
donnée nip fera la ligne x cherchée. £n.e^et , par la pro* 
prière de la logarithmique , Va étant le logariihfne 4c tf = 
a\ ? p fçTSi celui de? m ; or Vp : Pa :: m : i ^ donc 
"Pp cft le logarithme de a^=:x ; ainii la lisne cherchée x 
eft.=: pm. Si fi$ étpit un noff^bre ncg^tit, le point p 
fçroit fitué à la gauche du point P. 

.i;.PlLOBLEMi IL Etant donné un demi- cercle t sf, 
dont le diamètre eft tf £» le centre C (fig, 3) , on demande 
de trouver un point m hors, du demi- cercle ^ d'où ayant, 
ahaiffé fur tf la perpendiculaire m p qui rencontre en D ce 
demi'CercU , la partie mD de cette perpendiculaire foit égaU, 
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i tare t D correfpondant , & que ie reêangU tp x pm fou 
égal au quATri du rayon t C. Suppofaoc la chofe faite , foie 
tC=a , ip =p y p m :s=y ^ Tare tD =x, Ist ligne 
ifi D = » y /f Tcra % a — p. Tar la nature du Problème 
on a » = « > équation à la cycloïde oïdinairc ; de plus 
tp X pm= (fC/ , e\x p.y^=^a*^ équation à l'hyperbole 
encre les afymptoces. Suppofanc décrite la cydoïdc atB^ 
je mené le rayon Cs ôc U ligne t H parallèles kfB,Sc pre- 
nant les lignes r /, r H pour arympcoces , je décris par le 
point s une hyperbole équilatere 5 m qui coupera la cycloïde 
au point cherché. En effet par la propriété de l'hyperbole^r^ 
ypruy ou tp X tH =s tC X ^A = (rC)*, ou p.y 
ç=z a^ ', donc , &c« 



Surfaces Courbes. 

t6, J. L y a une fi grande connexion entre les Coarbef 
à double courbure & les Surfaces courbes , que nous ne 
devons pas parler des Courbes à double courbure fans avoir 
auparavant donné quelques notions furies furfaces Courbes. 

Suppofons trois lignes (fig. ii ) ap (axe des x ) , aq 
( axe des y )9les lignes a qBcap font perpendiculaires Tune 
à l'autre y Scar{ axe des r) , cette ligne cft perpendiculaire 
au plan q ap^ Se par conléquent aux lignes aq , a p. Le 
plan dans .lequel fe trouvent a q & ap ^ fera appelle le 
plan des x & des y > le plan dans lequel fe trouvent a q 
9c a r fera appelle ie plan des i & des y ; enfin le plan 
dans lequel fe trouvent ar & ap , fera nommé le plan 
des { & des x. 

1 7* T H É G R E M £• '5i on tf une équation à trois variahles 
x y ^ Se y y je dis qu'elle exprimera toujours une furface» 
Car en donnant une valeur déterminée à la variable ap = *, 
cette équation n'aura plus que deux variables y^ ç , c'eft- 
à-dire » pm & mn ; donc elle exprimera le lieu d'une 
ligne droite ou ccurbe^dont pm di mn feront les coor* 
données, mn étant fuppofée parallèle kra^ Scpm pa- 
rallèle à a q ; 6c comme l'on peut donorcr à x une infinité 
de valeurs déterminées & difiéiemes , de manière tjucles 

points 
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jpoints p-, p foienc infiniment proches , on pourra conce- 
voir une infinité <ie lignes gn infiniment prociies les 
unes des autres^ & une lurFace gnng dans laquei^le 
£t trouvent tomes ces lignes. 

Si l'équadon aux trois variables >c ^ y y { e(l du premiet 
degré , en confidéiant x comme un paramètre variable couteâ 
Its lignes g n feront des droites feniblables ( en regardant les 
quantités x , y ^ ^ comme déterminant feules le degré de 
réquation-, atufi que cela (uit de ce (jjue nous avons dit fur 
les Courbes algébriques femblables ) , c cft-a-dire , éga- 
lement inclinées aux pm^ Bc elles feront toutiss fituées fur 
une iurface plane ; mais Ci x monte au fécond degré , on no 
pourra faire varier x qu'il n'y ait , pour ainfi parler , deuX' 
paramètres variables a la fois , ce qui rendra les lignes g n 
inégalement inclinées au^ p m ^ éc quoiqu'on les fuppofe 
droites , la furface fera courbe , c'e{î-à<-dire , n'aura pas 
tous fes points dans un même plaù ; à plus fotte railbn 
elle le (èra fi les gn font des lignes courbes. 

18. ProblSme. Trouvtr l'équation de U furface iunt 
Sphère dont le centre efl c ^ & ac}i un diamètre placé fur 
Un plan donné de pofition <p m ( fig. n )• Ayant pris ua 
point quelconque n de la Sphère , abaifîez la perpcndicu** 
luire n m fur le plan donné cpm y 6c du point m où cette 
perpendiculaire rencontre le plan , menez mp perpcndi* 
cttlatre au diamètre a B. Faifant enfuite le rayon de la 
Sphère ,c4ï=cB=cn=i=d, les variables c p=^x ^ pm 
=:y & mn = i t On aura par la propriété du triangle, 
icétangle pmn y ( p «J* = y* -+- (^ ; mais le triangle rec- 
tangle cnp ^ .donne (c ny zz (p /i)* -|- {epj^ ,x)aa^ 



x*- -f- y^ -f- ^ , équation cberchée^ 

i^. Problème. Trouver C équation de la furface d^un 
Cône droit (fig. 1 3 ). SuppofonS que le côté indéfini r a de 
l'angle conAant acp , tourne autour de Taxe cç ; le côté ac 
décrira dans ce mouvement la furface d'un cône droit. 
D'un point quelconque n de cette (urFace abailtons la per« 
pendiculaire nm fur le plan Cpm^ menons/?^ perpendi-» 
caiaire à l'axe Cp y U tirons p n. Il efl vifible que le 

^ ' y- l 

* c B étant perpendiculaixe fur le plan du triangle pnm g 
ctl nécelTairement petpendicalaice à p ^« 

Tom^ IL Y 
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trianele reâ:anglc «mp donne (p«)* s^y* -f- C* (cpm 
çft (uppoGé le plan des x & des y , que nous appellerons 
oulfi le plan de lahafe ). Suppofanc maintenant que le cofînns 
de Tangle açp ou de Ton égal n e /r eft = m , & fon finus 
^ n; à caufe de pn perpendiculaire fur cp^ on aura 

m : n :: cp (x) i pn =i •^-^ $ donc en labfticuanc. 



= y* -f- {* , oa «* X» = m» y* + w* {*, ^ua- 



tîan cherchée. 

fto ProblSme. Ëtaat içnnie une Courte c a (fig. 14 ) 
avec fin axe des aifcifes çB.^ fes aifciffcs çp =x ^ fis 
ordonnées pa =11 « on demande l* équation de la furfacc 
que décrira ta Courbe en tournant autour de Joa Axe cB* 
Prenant un point quelconque n dans cette furfacc , abaiiTca 
n m perpendiculairement fur le plan de la bafc cpa y menez 
mp perpendiculaire à Taie c B & tirez p n. Lç triangle 
xcâangfe pnm donne (piB)* = (p4f)* = «*:;=^* "^y^ » 
équation dierchée. 

C0KOZ.LA19LB I. Si la Courbe eft une pt^raboîc ordî« 

naire, dont l'équation foit ax =: a^ , Ton aura ax=:i 

{^ +y^ > équation de la furface du pataboloïde a en. Si 

la parabole avoit tourné avtour de Û tangente au (bramet » 

x^ 
l'équation étant alors x^ =:^ au. Ton auroit 11^= -^ » Se 

; 4 

réqaation feroit x^ == a^ {* -+* 4* y*. 

CoaOLLAiitB IL Si on fait tourner une hyperbole» 
éqailatere autour d'une de fes afyniptotes , on prendra la 
valeur de u^ dans Téquatiofi uxsssa^'dc cette hyperbole » 



a^ 



ce qui donnera k^ =3= — ^ ^ dodc l'éc^uation cherchée fera 

Soit la Courbe c a une parabole ou une hyperbole d'ua. 
genre quelconque , dont Tequation eft «"» == a»—» x ^ 

Ton aura u:=z a «» xm ^ «'=: a f» x»> 5 donc Té*- 



quation fera 4 ». * »» r=ry* -^ ç\ Sî m cft une quan- 
tité poCtiv^, on aura f équation de la furÇicc des para- 
boioïdes de tous les genres , û m cd négadve on aura 
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iVquation de la forâice d'un hyperboioiûie d'un genre quel- 
conque^ Si on fuppofe ^ c= i ^ ce qu'on peut toujours 

faire , on aura x* := T y* ■*+- {* )"*• 

Corollaire IIK L'équation de la ciffi;)ï4c étanjc 

tt* =: ( voyez les Courbes algébriques (7 1) f u rc- 

préfente ici l'ordonnée de la ciflbïde \ , l'on aura — ■ 

* ^ . itf — t 

^=:^^ — |— y^ y équation de la furface du conoïde ci/Toïdal. 

RiMA&QUE. Nous avons fuppofé qu£ les coordonnées 
PC 8c u écoient perpendiculaires l'une à l'autre i or c'eil ce 
qu'on . peut toujours obtenir dans les Courbes algébriques. 

Corollaire IV. Pour avoir TéquatLoQ de la furface 
formée par une Courbe qui tourneroit autour d'une ligne à 
laquelle les ordonnées ne feroient point perpendiculaires » 
ou chercheroit l'équation de la Courbe par rapport à des 
ordonnées perpendiculaires à cette ligne qu'on prendroic 
pour l'axe des x* 

XI. Problème. Soit propofi £ examiner la furfact courbe 
de Viquation xyi^=>i}^ (fig. 15). EnfaifantflP=* = o, 

j^ai y ;[ =s - — = M $ or les lignes y Se {; fe trouvent dans 

le plan Q a R , lequel ne rencontre la furface courbe qu*à 
l'infini s c'efl-à-dire , que ce plan eft le plan afymptotiquç 

de la furface, Faifant x = m , il vient y ^ = — =r: o ; 

d'où l'on tire y = o&|;st=:o, ce qui marque que la 
Courbe a cacoxe ^\xï plans a/ympt otic^ues les plans R ^ P & 

*Piw, SuppoCins *=i^, l'on a y î = —, ce qui donne 
deux hyperboles oppofées %fi ^ ^ ri ^ dont les afymptotcs 

font m m' , i S » & la puifTance --. La furface a deux par- 
ties égales iL femblables » renverfëes Tune à l'égard de 
l'autre , & qui contiennent une infinité d'hyperboles ^ que 
l'on trouve en faifant fucceffivennent x-=z d ^ jr =/, &:c. 
La première de ces deux parties efl: aa-defius dit plan de la 
kife, & la féconde au-dcilous. 
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Je fais enfuite x négatif 6c c=: -^ </ ^ ce qui donne 

y i; = — - — y & parce que cette équation reptéfente deac 

hyperboles oppofées h H Se h' W fituées fur le plan LM/, 
ayant pour aLymptotcs les lignes M N , L / ; la Courbe 
a encore du cocé des x négatifs deux parties égales 
aux premières. £n donnant de même des valeurs à y Se 
enfuiic à { ^ il ne fera pas diAcile de trouver les équations 
de les Courbes qui en rét'ulceront. 

Remarque. C'ed en donnant fucceffîvement diffé- 
rentes valeurs à chacune des variables ^ qu'on peut connoître 
la nature des Courbes par lefquellcs paHe la furface donc 
on a l'équation , ce qui fuf&t aulTi pour faire connoître cerre 
furface. Si en donnant à une inconnue une valcnr négative 
quelconque , il en réfulte une équation faulTe , ou imagi- 
naire , c*eft une marque que la furface ne s étend pas de ce 
côté i de même la furface ne s'étenderoit pas du coté d une 
inconnue poiicive , fi toutes les valeurs poiitives de cette 
inconnue produifoient une équation fauUe ou imaginarre. 
Si la fuppofition de x = oa donnoit y zzs c , Ut furface 
auroit pour plan afymptotique un plan parallèle à celui 
des ^ Se des X y mais éloigné de ce plan à une didance 
= c. Si au contraire cette fuppofition donnoit :^ = c ^ 
alors le plan afymptotique feroit parallèle au plan de la ba{e 
& éloigné de ce plan de la diftance c. Si cette fuppofitloa 
donnoit une équation entre ^Scy qui exprimât une ligne 
droire» ou courbe , décrivant ce lieu fur le plan R it Q des y 
& des !{; , de élevant deflus Une furface compofée d'une 
infinité de perpendiculaires à ce plan , cette furface feroic 
afymptotique à la furface courbe, quelle ne rencontre roîc • 
qu'à l'infini. Si Téquation qui réfuUe de la fuppofition de 
X = d y par exemple , donnoit unie équation divifible en 
deux , ou plufieurs autres équations qui cxprimeroient des 
lignes droites ou courbes, alors la furface pafferoit par ces 
lignes tracées fur un plan parallèle à celui des y ÔCSics{, 
comme cela eft évident. Il n'eft pas difficile de voir 
qu'en faifant poHr chacune des autres variables » ce 
que nous vcnpns de faire pour x , on connoîtra les lignes 
.par lefqucUes doit pafTcr la furface courbe , & par confé- 
quent la nature de cette furface. Si l'équation eft du premier 
degré , pouc.cQÀPoîcre la pofition de cette furface , qui dans 
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ce cas ( 17 ) efl plane , on fera à la fois deux. des variables 
s=:o , il en rélUkcra une équation à une ligne droite, par 
laquelle la farfacc paifcra, Faifant enfuitc = o , une de 
ces variables fit celle qu on avoit confctvée dans la première 
équation » il en réfuiiera une autre droite , par laquelle la 
furface doit pafTer. En faifant à la fois=Oj les variables 
qu'oi>' n'avoit pas fuppofées égales à la fois à o dans les 
deux premières opérations , on aura une troifieme ligne , 

Î>ar laquelle doit paffer la furface 5 or connoiffant trois 
ignés liiuées dans les plans des i & des y > des { & des x , 
des X &; des y 3 par lefquelles paHe une furface plane , il eft 
évident qu'on connoit fa pofition. 



Courbes a doubla cpurburs. 

ax. V^ N £ ligne courbe « dont tous les points ne (ont pas 
fituésdans le même plan , eft une lif^ne a double courbure: 
telk feroit la ligne qu on formeroit en faifant tourner un 
compas fur la furface convexe d'un cylindre , ou d'un cône. 
1). Soit une Courbe à double courbure a n, dont par confé- 
quent tous les points ne font pas (itués dans un même plan (fîg. 
16) , ayant pris les trois axes ar yûq ^ah perpendiculaires les 
uns aux autres , par le moyen dcfquels on détermine les 
trois plans des ;c & dcsy , des y & des ^ , des y & des i per- 
pendiculaires l'un à l'autre » d'un point quelconque ii de ia 
Courbe je tire n m perpendiculaire fur le plan des x ^ des y , 
par le point m je mené m p perpendiculaire z ap ^ }c fais 
/ï/»=;:ç, mp z:^y , ap-=zx ; àç, forre que les variables 
^* y * X feront les coordonnées de la Courbe propofée. 
Si l'on a deux équations entre ces coordonnées » on pourra 
déterminer la nature de la Courbe : car en éliminant ;^ par 
le moyen de ces équations , il en réfultera une équation 
entre y & x qui déterminera là podtion du point m fur 1« 
plan qap des x bi des y , & tous les points m déterminés 
par réquation entre x Uy donneront la Courbe a mf 9 dans 
laquelle fe trouvent tous les points m correfpondants. à 
tous les points n de la Courbe à double cQurbure* La 
Cparbe 4imf ^A appellée la projeSionJe la Courbe a/i fur 
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le plan des x 8c des ^ '^. Pour avoir la projcâioû de la Courbe 
û n fur le plan dcsy & des \^ on éliminera x. Se réqaation entre 
{ & y qui en réfahera, donnera la Courbe cherchée. £n élimi- 
sancy on aura la projeâion fur le plan des ^8c des jc.Unc Cculc 
projeâion ne fume pas pour faire cennoître la Courbe an i 
mais fi pour tous les points m ( iuppofés connus par la nature 
delà Courbe a m) on connoic les pefpcndiculaires m non les £ 
csrrefpondants , on pourra conftruire la Courbe a n; or pour 
cela il fuffic d'avoir une équation entre ;; & jtr » ou enitc ^Sc y , 
ou entre { , y & x. Dans le premier cas étant donnés 
ap zas X 9 on pourra trouver { ; dans te fécond cas étant 
donnés p m ou y , «n aura ^ » 6^. dans le troifieme étant 
donnés x Bc y , on aura ^ ; donc étant donnée la pro- 
jcâion d'une Courbe à double courbure a n fur le plan 
des y Se des x , avec la projeé^ion de la même Courbe far 
le plan des y & des {; » on avra pour chaque valeur de 
y^=^p m , la valeur correfpondante de r = /7z /z. Il en fera 
de même , (î au lieu de la projeâion lur le plan des y Se 
des ;{; , on a la proje<^ion fur le plan dts x & des ^ ; 
car alors pour chaque ap l'on a le ^ ou m n correfpon*- 
dant 5 ainfi on pourra décrire ta Courbe a rL JDe plus 
fi fur tous les points de la projêélion amf^ on élevé des 
perpendiculaires indéfinies pour avoir une ftirface cylin- 
drique indéfinie *♦ , & que de tous les points de la pro-. 
îeélioa fur le plan des y & des { , ou des ap & dés ^ on eleve 
des perpendiculaires à ces plans , les furfaces cylindriques 
qui en réfulteront , fe rencontreront évidemment dans des 
points qui formeront la Courbe à double courbure a /i. 
Donc fi l'on a une furface dans laquelle foit contenue la 
Courbe à double courbure , la furface cylindrique élevée 
fur la projedion de cette Courbe tracée fui un des plans 
dont nous venons de parler , rencontrera la furface en des 
points qui appartiendront' à la Courbe à double courbure* 
On peut voir par- là cortiment rinterfe<aion des deux furfaces 
peut ddnncr une Courbe à double courbure. 



* Il faut concevoir a q pcrpcndicolairc k ap* 
** Nous entendons ici par furface cylindrique , une fur- 
face quelconque qui enveloppe un folide d'une groffeur 
uniforme , dans toute ùt longueur , que nous appellerons 
€ylindn , & dont la circonférence de la bafe peut être 
Que ligne diâercnte de la circulaire. 
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14, PiLOttisLi. Etant dennies deux furfacts courbes qui 
0nt lei mêmes axes 6» tes mêmes variables pour coordonnées^^ 
trouver laXourbe à double Courbure qui en fera iafiflhn ^ 
ç'eft-à'dire , dans laquelle une fur face rencontrera C autre. 
Le Problème fe réduit à trouver deux des Courbes de pro- 
Je^ion de la Courbe à double courbure fur deux plans per- 
pendiculaires l'un à l'autre : cat les cylindres ^ élevés fur ces 
projetions , formeront , pair leur rencontre , la Courbe à 
double ccTurbure cherchée s mais pout trouver ces projetions » 
il fuffit de s*y prendre comme nous venons de le dire. 

if. Exemple I. Soit propofé de trouver la Courbe à 
double courbure qui cft la (eâiôn d'un pataboloïde & . 
d'un cône droit qui à le même (bmm6t , tsaàis dont les 
axes font perpendiculaires Tun à Tautre \ i^s ajtes font pour 
le parabbloîde celui des x , & pour le coné celui des y. 
L'équation de la furface du paraboloïde éft {'LO)ax =^^^ 



«» 



îj» 5 mais celle de lafatfaœ da'côtic fera — 7-y*==***-f-^% 



m' 



n"- 



wi lieu de -— ;r* rts y* -4- ;ç* (i^) , parce que préfcntè- 

snént les x font à U place des y. Prenant la valeur de {* 
clatis l'équation de la furface du paraboloïde , & la fubili- 
cuant dans celle de la furface du cône , on aura r^quacian 

• y^ rrzzax — |- x^ , qui donne utie hyperbole pout 



la Courbe de pro|eâ;ton far i« plan de la bafe. En fabfti«- 
tnant la valent de y^ dans réquation de la furface conique ^ 



a* . /ï* -f- «^ 



l'on aura — r- ^x — jc* = ' » * ?* , qui donne une 

m* ^ /»• 

Ellipfe pour la projeé!:i<^ fur k plan des x & des {;. Ainfi 

la Coutbe à double courbure eft celle qui a pour Courbe 

Ae projeélion fur le plaA de la bafe une hyperbole , & pool: 

Courbe de projeélion fur le plan des x & des ^ ane Ellipfe. 

x6^ ExEMFiE II. Soient deux furfaces courbes ayant 

es mêmes aies, défîgnées par les équations y^ ss|;x^5c 

i^'zsiyx y on demande les équations d«s proj[eâions de 

la Courbe à double courbure , qui feroit la feâion de cet 

ikux furfaces. Prenant la valeur de { dans la féconde équa« 

tioii ic la fubftituanc dans la première , il vient x^ =4y^ » 

^aatio^ de la Courbe de projeâion fur te plan de la b4j[Q^ 

Y4 



t 
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Prenant enfuice la valeur «le x dans la mâme éqaacion Sl la 
fubftituant dans la première , il viendra ^^ =5= — ^ ,* oa 

y 

y^ :=z a*- i^ f poar Téquation de la Courbe de projedbîoa 
fur le plan des y 6c des {. Eu fubfticuanc la valeur de y 
dans la première équation» Ton aura .v^i= a^ ^ pour la 
Courbe de projcâion iur le plan des x & des ^. 

17. Remarque !• On peut voit par-là oue pour con«' 
notcre une Courbe à double- Courbure , il faut avoir au 
moins deux équations qui renferment à elles deux les trois 
variables x , y « ;; ; de forte que les équations d'une Courbe 
à double courbure font celles de fes Courbes de projedlioa 
fur deux plans perpendiculaires Tun à l'autre. 

^18. Remarque II, Si' ayant une Courbe à double 
courbure & une furface couibe , on veut favoir li la Courbe 
peut être décrite fur cette fui face , il fuffit de fubdicuec 
d'abord la valeur d une des inconnues , & enfuue ia valeur 
de l'autre inconnue » prife de Téquation d'une des Courbes 
de projc^ion , dans l'équation de la furfàce , pour voir 
s'il en ré^fuhera les équations des deux autres Courbes de 
projedion. 

15. Remarque III. Si l'équation d'une des Courbes 
de proje<flion , que donnent les équations des deux Turfaces 
courbes » dont l'interfcâion eft fuppofée utve Courbe à 
double courbure , eA; fauife ou imaginaire , cpmme fi Ton 
trou voit Jit*4-y* == — tf* , ou V (*a +>**) «= ± V^ ( — ^*) » 
x*eft une marque que les fusfaces ne fe coupent pas. Si la 
proje^ion fe réduit à un point , les furfiaces ne fe toucbc 
ront qu*en un point. Si l'équation d^.projeâion a un fac- 
teur du fécond degré 9 dont les racines foieot imaginaires » 
on aura un point conjugua i c'eft-à-dire , que les furfaccs 
(c toucheront en un point qui appartiendra à la Courbe à 
Rouble courbure. Si l'équation a deux fa(5Veurs fimplcç réeb 
& égaux , les furfaccs le roucheront dans une ligne droite. 
5i réquation a pjufîcurs fadeurs non-fimples égaux", en 
égalant à O un de ces fa<flcurs qui fera au mains du fccond 
dcgrç , on aura la projedion de la ligne de contacl. Si oa 
doutoit qu'une Courbe dont on a les équations dçs troi^ 
Courbes de projcdion-fuc plane , en prenant l'équation 

générale du premier degré 4 trois variables ( qui (17) dd^ 



\ 
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fignc une furfacc plane ) ax -f- h y -f- c ç ^- </ = o , où 
fubftitueroic fuccelfivemcnc la valeur de chacune des deux 
variables prife des équations d'une des Couibes de projec- 
tion , pour voir s'il en peut réfuhcr celles des deux autres 
Courbes , ou bien des équations qui s'y puillent réduire en 
changeant la valeur des lettres confiantes de l'équation 
générale ci-de(ltis. Si cela arrive , la Courbe eft plane 5 
dans le cas contraire elle eft à double courbure. 

50* Problème. Etant données les équations des trois 
Courbes de projeflion d*une Courbe à double courbure , décrire 
cette Courbe, L'équation de la Courbe de projeâion fur le 
pian de la bafe étant donnée ^ on décrira cette Courbe 
a m { fiz. 17 ). Sur cette Courbe , comme bafe , on élèvera, 
une furiace cylindrique perpendiculaire au plan de la bafe, 
à chaque p m (y ) on élèvera le ^ , ou mn cotrefpoa- 
dant , dont on déterminera la valeur par l'équation entre 
{ & Jt, ou par l'équation entre y 8c ^^ 8c Ion fera paffer pat 
tous les points n , la Courbe à double courbure demandée. 
Il n*cft pas difficile de voir qu'on pourroit fe fervir des 
autres Courbes de projeûton fur les deux autres plans , ce 
qui n'a pas befoin d'un plus grand détail. Si une certaine 
valeur de à p = M y on de p m z=2 y ^ donnoit i ima* 
ginaire , le point correfpondaat n feroit imaginaire ; c*eft<-* 
a-dire , qne la Courbe feroit interrompue dans ce point. 
Mais s'il en réfultoit une valeur négative de { , dans ce cas 
il faudroit tirer mn au-delfous du plan de la bafe 

51. Problème II. On propofe £ examiner la Courbe i 
double courbure ^ dont les Courbes de projeâion foni fur 
le plan de la bafe une ciffoïde dont k c e^ Caxe , A le 
fommet ^a le diamètre du cercle générateur , 6* fur le plan 
des y & des !( une hyperbole équilatere & dont les afymptotes 
font A r, A Q, d» dont la puiffance eft zs=ui^ (fig. 18). L'on aura 

x^ 

par conféquent les équations y* =; & 4'=y{, 

a ■" X 

X ^ X à^ 

ou y = «^ . ■ ■ ' " ■ 5c r c;: — . Suppofant je = o . il vient 
V(tf — X . ^ y *^* * 



a^ 



y SSL o 8l [ =3 — = «0 j donc la Courbe à double cour<^ 

bure ne rencontre l'axe des {[ qu'à l'infini 5 c*eft-à-dirc ; que 
. ca a^pc lui eft dfymptote. Faifant enfuite ;c ss a , on a 
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^=sw,&|^= — :s&o5 de foRC que la Coaîl>e à doi»- 

ble courbure a pour afymptote ck , qui c(l rafynoLptote 
ncme de la cifloide. x augmentant , y augn^nce aufH ^ 
mais ( diminue Se la Couibe va en dcCccndanc depuisi 
rafymptote Ar, jufquà rafymptote ck^ en s'éloignant 
à l'infiiii de Taxe Ac ^ ôc parce que y a deux valeurs égales , 
Tune pofiiive , Tautre négative , 8c que la négative donne 
vnc valeur négative pour ^ , la Courbe à double courbure 
a encore une autre branche s S , égale & femblable à I» 
précédente N a « mais en de (Tous du plan de la bafe. LesL 
afymptotes de cette branche font les prolongements A g, cA 
des afymptotes de l'autre branche. ' 

)&. Si l'on fubilicue la valeur de y 9 prile de l'équatioa 



x^ 



n' =/ { > dans la première y^ = , pour avoir la 

(rotfteme Courbe de projcClton déHgnée par l'équacioa 
«* — a^ X == x^ {^ , l'on trouvera encore deux autres 
branches» Aiofi potir avoir toutes les branches d*ane Courbe 
à double courbure , il faut la considérer en employant Tes 
trois Courbes de proieâion. Si les i[ corrcfpondanrs aux y 
' négatifs , par exemple , étoienr inuiginaires , la Courbe x 
double courbure n'auroit aucune branche du coté de ces^. 

3)« PaoBLSME. Soit propofét d'examiner la Courlfc 
a double courbure ( fig. 19)9 qui a pour Courbe deprojec'» 
tion fur le plan de la bafe , une parabole dont ap foit l'axe ^ 
n le fommet , & le paramètre = b , & par conféquent Péfita- 
tion y* 2= 3 JT , 6* pour la Courh de projtStion fur te plan, 
raq y la Courbe de l équation b^ ^ ^=ss: y^ -+• b"^ y\ Sup- 
pofant X =3=i a y Ton a yssz o , Sc!^s=s a *y donc la Courba 
paffe par le poiftt a. Toutes les valeurs qu'on donne à jr cq 
augmentant , font augmenter celles èc y 8c de :^;. donc là 
Courbe à double courbure va toujours en montant ;arqu*à 
Tinfini : car en fuppofant x == 00 , on trouve ç itifîni , 
auflî-bien que y ; àc parce que le5 équations jk* = ^ :» , ou 

•y= 1 V (^ *) & ^*{*=^>'^H-J^* i^* ou î = î jViy^+H") 

donnent une valeur pofîtive 8c «ne négative égalés ( Tune 
pour y , l'autre pour ^) , la Courbe à double courbure éft 
'compo{^e de quatre patries égales 8c fèm^lâble^y fifuéts fût 



■^ 
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la fttrface cylindrique élevée fur la parabole mag^ deux 
fur la partie ramt ^ Tune au de/Tus ^ l'autre au defibus du 
plan de labafe^ & deux de même fur l'autre partie r éigu 
La Courbe de projeâioa fur le plan rap , feroit une 
h/perbole ëquilatere 9 donc le fbmmet feroic en a , l'ax^ 

ap , Se le cemrc en c diftant de a de la quantité — • 

2. 

34. Remarque. En tirant la ligne ^ m =v^(jir* +^*) > 
on aura it m = ^ ; de fotte qu'en prenant toujours mntrs, 
a in , on conftruira facilement la Courbe à double courbure» 

35* Problème. Soit enfin propofé d^ examiner & de 
décrire la Courbe à double courbure qui a pour Courbes de 
projedion fur le plan de la bafe , la parabole de ^équation 
rf AT = j^» , & fur le plan des x & des £ la tranfcendante 
^ ==: n, l. ax l &g, lô ). Eu fubftisuant la valeur de x 
prife dans la première équation , on trouve ^ = n, ly^ = 
a n. L y, poUr la Courbe de projcdtion fur le plan des y 
& des {. Cherchant ( dans les tables ) pour chaque ap = x 
lai valeur de /. 4t x ( en (tippofânr , par exemple , a =310^ 
x=:iQ , n= ^ jon aura ç = j. /, 100. = 3. i = 6 ) , 
on trouvera aifément les { correfpondants aux différentes 
abfdiTes a p, Faifant pa/Ter une Courbe par tous les points 
n aihfî trouvés , .la Courbe à <lduble toorbure Tn , dé« 
crite fur la furface cylindrique élevée fur a m perpendi- 
culairement au plan de la bafe , fera d'autant plus exade 
qu'on aura pris lei ^ plus proches les uns des autres. An 
refte Ton ne pourra avoir fort fouvent que des valeurs ap« 
prockées it { , parce que les logarithmes des tables ne fortt 
la plupart exadh qu'à-peu-près. Mais parce que x augmentant 
à rinâni , fon logarithme va toujours en augmentant , U 
Courbe à double courbure d*éloigne à riiifim du plan de 
iU bafe & da point T. A caufe de 4 &=£ 10 » fl Ton falc 
:ab:=:^ y Ton aura L axssz: l, i =3 o; donc la Courbe 
T n rencontrera la parabole au point T , extrémité de l'or*^ 
donnée b T. Et parce que les logarithmes l, ax correfpon- 
dants à.jc <^ A4 font négatifs , & que /. o =— 00 , la. 
Courbe n T defccndra au-dcfTous du plan de la bafe en 
s'approchant toujours de Taxe des ^ prolongé , qui fera 
fon afymptote. Si Ton prend les y négati£s , l'équation 
1=^ z nlp y icvicot alors (=t nL — y; 01 le bgarithmc 
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d*une quantité négative eft xmaeinairc * ; donc hi G>arbe 
n'a point de branches du côté des ordonnées négatives p ^ 

* En cfFçt , parce <]ue le logarithme de la racine eft 
b moitié de celui du quatre ^ on doit avoir /. V( — <} » 

ou /. ( — I ) « = 7 /. — I » puifque — x cft le quatre de 
y ( — i) j or /. ^ , — i) eft imaginaire j donc 7 /. — i cft 
•uffi imaginaire. Soit fuppofé /. — * it ={, on aura /.( — a)* 
c=i/.— 4 = iç; mais /. (—a j* is=zl. a*=^ %La, quan-> 
tité réelle ^ d'où il paioit fuivre que la quantité réelle /. s 
ic la quantité imaginaire ^ feroient les moitiés de la même 
quantité réelle /. a^ i de forte qu'un nombre pourroit avoir 
deux moitiés « Tune réelle , l'autre imaginaire ; par 

conféquent le nombre a auroît également pour moitiés *- 
ic -+/• — I. En effet le double de- eft=tf, dcledoubia 

de î -h^- — I cft= 4+1/. — i=tf+/. (—1)*= éÊ 

•-f* /• 1=4 -f- o , à caufe de /, i =0. A cette occafioa 

Ton peut remarquer que -f-^ /. — — i = — /. — i ; car 

-4- I 
.«^ I = — : . Jonc /• — I sr: /. z — /,— i , ( par 

la nature des logarithmes ) = a— /.-— ia=— /.— 1. Poivr 
répondre à cette diâiculié , fuf pofons ^-=2 L a, en multi- 

Î pliant le premier membre de cette équation par Lc^c étanC 
e nombre dont le logarithme hyperbolique =11, Ton a » 
^. /. c = /. 4 s chafTant les logarithmes , il vient c^ ;= 4 » 

Z^ z^ 
ou4 = i-4-r-|--i--4--^ h &c. (x). Mais dans 

cette équation ^ aura à Tinfini un expofant infini , & eo 
tranfpofant a dans le fccond membre » il viendra o = -— a 

-+• 1 -+- 1 ■+• — &c. , équation qui donne utic infi-» 

■ nité de valeurs pour j^ s=z l,a ; mais rien n^emplcbe de 
fuppofcr qu'entre ces valeurs il n'y en a qu'une feute 
de réelle s donc rien n'empêche t)on - phis de Tupporei; 
qu'un nombre a puifTe avoir une infinité de logarithmes » 
dont au {èul eft réel , les autres, étant imaginàites â ainfi ua 
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3^. Remarque. Les Courbes à double courbure peu* 
YCDC ctrc algébri<]acs , ou cranfcendantes. £lles fonc tran(^ 
cendanics fi toutes l«urs Courbes dz projcdlion ne font 
pas algébriques ; mais elles feront algébriques G. toutes 
leurs Courbes de projeâion font algébriques. 



même nombre ne peut avoir qu*un feul logarithme tabu* 
laire réel; car on trouve le logarithme tabulaire d'un 
nombre en multipliant le logarithme hyperbolique de ce 
nombre par un nombre réel. Il paroît même qu'on doit 
prendre une valeur dir ^ imaginaire pour le nombre /. «f» a 
zrz L6* t fi -f- il réfulte de — 6' X ^ t. Car alors /. t^ z=: 
%L — h; or /. — - i eft imaginaire , donc dans ce cas /. -f- <t 
cA imaginaire , ce qui eft un paradoxe affez fingulier. Si Ton 
vottloit que les logarithmes des quantités négatives ^ ou ceux 
des quantités pofitivês , qui rédiltent d'une quantité négative 
multipliée par elle-même , fuifent réels & égaux à ceux des 
quantités pofitives égales , la Courbe de la fîg. 20 auroit 
da côté des y négatifs deux parties , l'une au-deifus ^ l'autre 
ao-deiTous du plan de la bafe. 
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